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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Настоящее разсужАен1е посвящено одному вопрос 
р111 интегрирования алгебрааческихъ днФФеренщаювъ 
ноиъ вяд'Ё ^), а именно, вопросу объ интегрЕровашв въ 
вид-Ё двФФеренщадовъ, содержащигь ращонально х и 
рень, Ц-&106 подоаштельной т*^ степени, иэъ ц'Ьлаго п 

Въ начал'Ё первой главы я показываю, что напг 
ножетъ быть сведенъ къ вопросу о выращенш въ 
ввд'Ё интеграла ввда 



') Основашенъ всей теор!и 11нтегрнрован1я алгебранческихъ д 
ловъ въ конечнокъ видЪ изжить нзвЪ«тн&я теорема Абеля, на 
будежъ ссылаться н^ьсколько разъ, Теорежа эта состоитъ въ с 
Если интегриъ \ Дх,у)йх, гд4| / ращовальн&н «увкпДя отъ х 
чесвоб Ф}гжкцш у, выражается въ конечионъ вак^, то ножн! 
Г/(а!,у)АЕ = Фо(«.У)-*- 2 А1ов9(а!,у), гд% 1 постоянный ко: 



в1да подобнаго (Ь). Наконецъ показываю, къ канону алгебрав- 
ческоыу вопросу иожетъ быть сведевъ вопросъ о выражеши од- 
нииъ логариеиическнмъ членоиъ ввтеграла (с) для случая, когда 
т число простое, 

Въ этоЁ же глав^ находится доказательство предложеи1я 
Чебышева'), что извтЬстныя услов1я достаточныяд1ятого,'пч>бы 
двучленные диФФереицьалы интегрировалась въ конечноиъ вид^, 
суть ви^кт^ съ гЁмъ* и необходиыыя. Крои^^ того въ этой глав'б 
я доказываю еще, что дифференциалы, содержвпце рац1онально 
X и УМ, за ис1иючен1еиъ двухъ видовъ полинома В, вообще не 
интегрируются въ конечноиъ вид'1. 

Во второй глав^^ я показываю, какъ р&пается вышеуказан- 
вый алгебраяческ1й вопросъ, если онъ видеть р^шен1е, для слу- 
чая, когда показатель корня т есть 2 : сначала я привожу р{1- 
шен1е его для самаго простаго случая, а именно, когда подъ ив- 
тегралоиъ (с) 0^ = 1 , — р^шев1е, которое было дано еще Лбе- 
леиъ % а загбиъ показываю р^шен1е его въ общевъ случа'Ё. 

Въ' этой же глав'Ё я указываю, какъ иоЯшо выполнить при- 
ведете интеграла(с) че^1езъ логаряомы для случая, когда »» = 2, — 
приведен1е, которое въ первый разъ дано Чебышевыиъ '), 



епЫбтев (Оептгеа сотр1ё1;е8). 

<) Зог 1'1п№кга11011 |1е8 Шв'егепиеПеа дп1 сооЫеппеШ; ппе гас1ое саггЁе ^"ш! 
ро1;пйше йа гго1е1Ёте оа |1п ^иаЬгЦше йе^т^ (^оигаа1 |1е М. Ь1оат111е, 3. 1, и XXI). 



съ этоиу разсуждешю я излагаю способы 
о выражен1а интеграла въ алгебраическихь 
шбы проще способовъ, данныхъ Л!1увв- 



шг 1в (^ЁЮТшшаиоп Лее ш№^«1е8 доп^ 1а та1е11г еа1 

1м (Доигпа! Ле ГбсоЬ ро1уI«сЬ^^^ае, С. ХХШ). 

Гоигоа! Ле Ы. ХЛоиуШе, 1898). 
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ГЛАБА I. Объ интегрированы въ конечноиъ вид-Ь Аифференц1а- 

ловъ, содержащихъ корень изъ ц-Ьлаго полинома. 
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полинома , 37 

Приведенхе вопроса о выраженхи интеграла однимъ логариеми- 
чесБимъ членомъ къ алгебраическому вопросу 40 

ГЛАВА П. Объ интегрирован1И въ конечномъ вид'Ь дифференц1а- 

ловъ, содержащихъ корень квадратный изъ цЪлаго 
полинома. 

Приведете къ алгебраическому вопросу. 47 

О рптенш уравпетя (А), 
Разложен1е "УВ въ непрерывную дробь 49 
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I М) 63 

зложешя УЛ 55 

гымекш ураененгя (В). 

1ъ другому вопросу 60 

ШЕен!я (I)) 61 

Г ^"'*в 

антегриа I ■ черезъ логариемы 67 

вопроса о р^Ьп1ен1п уравнеп1я (2)) еъ другон]г во 

, 70 

объ р1шев1п уравнен1й (У) 81 

авпешй (Р) 91 

У К въ непрерывную дробь особеннаго вида. Свой* 

къ дробей > 97 

Объ интегрированЕн алгебранчеснихъ дифференц1а- 

ловъ въ алгебраичеснихъ фунщЕяхъ 102 

107 



Обь икгегрированш въ вонечномъ внд1^ диффе- 
решцаловъ, содерхащихъ Еорень иаъ п^лаго 

пожнома. 






Упрощен1е вопроса. 

1. Въ этой глав'Ь мы будемъ заниматься вопросомъ объ 
интегрированш въ конечномъ вид']^ диФФеренц1аловъ, содержа- 

щихъ ращонально ^ шУЕ^^ гд'Ь В^ цклът полиномъ отъ Ху 
т ц^лое положительное число. 

Таше диФФеренцхалы, какъ изв'Ёстно, могутъ быть приве- 
дены къ виду 









гд* Ро, ^0, . . . Р^_1, в^_1 Ц'Ьлые полиномы. 

Вопросъ^ объ интегрированш диФФеренцхаловъ такого вида 
можетъ быть сведенъ къ вопросу объ интегрированш диФФерен- 
цхаловъ бол^^е простаго вида на основанш сл'Ьдующей теоремы/ 

Теорема. Для того чтобы интегралъ 



^^^' ЯУЩ 





Рщ-х 1 


• • ' » 


Яг^^' 


1 



^ 



'чномь *иЛь, достаттно и необходимо, чтобы 



~ (; = 0, 1,2, ...я— 1) 



Ш) условш есть достаточное — это очевидно ; 
I же, что оно есть и необходимое, положимъ 



в!''«0' 



У'^ 1&.= 



НКЦ1Я ОТЪ X. 

|ряжен1я, ъъ си^у теоремы Абеля, получаень 
1ажешй: 

^__ ^ Рт- 



(г= 1, 2, ...т), 
ши уравнен1Я я;"* — 1=0, а (^ — конечныя 
1ЫЯ обращается /', посл^^ завгЁны въ ней V^^,! 

I т выражен1Й, посл'Ё оредварительнаго умно- 
гствеиио на а/, находвмъ 

^ = «/Л ^- *//■* -^ ■ ■ -*- «X 

= 0, 1,2, ...т—1), 
|> требуемое. 

Для того чтобы интегралъ (1) вьфяжался илв 
)аическихъ, или въ одн'ёхъ логарвеиическвгь 
точно и необходимо, чтобы ъс^ интегралы (2)^ 






выражались или въ одн'бхъ алгебраическихъ, или въ одн^х:^ 
логариемическихъ Функц1яхъ. — Что это условхе есть достаточ- 
ное — это очевидно ; а что оно есть необходимое — это сл'Ьдуетъ 
изъ выражешй (3). 

2, На основаши доказанной нами теоремы, вопросъ о выра* 
женш въ конечномъ вщ'к интеграла вида (1) можетъ быть све- 
денъ къ вопросу о выраженш въ конечномъ вид'ё интеграла вида 



/ 






гд'Ь Ру ^^ в Ц'Ьдые полиномы отъ х. 

Поэтому дал'Ье мы будетъ исключительно заниматься инте- 
гралами посл'&дняго вида. При этомъ будемъ предполагать, что 
полиномъ Е не содержитъ множителей выше ш — 1 кратности; 
такъ что 



ГД'Ь полиномъ В^В^Е1^ . . . В^_^ не содержитъ кратныхъ множи- 
телей. 

Вядъ интеграла, выражающагося въ конечноиъ вид^^. 

3; Если интегралъ 
(1) [^ 

выражается въ конечномъ вид'Ь, то, по теорем'Ё Абеля, можемъ 
положить 



/ 



^^ = 2 -*-2 УЕч-2 ,У1Р -н ...-+- ^УВ"*~* 



2Л1о89(УД), 



гд* ^^_1, . . . -^ рацюнальныя Функцш отъ Ху А^ постоянный 



1» я» 



коэФИщентъ, 9 (У В) рацхональная Функд1я отъ х и УВ. 

1* 



«•^ у..*! 






Ли 



^ад 



._ - _.».»лг. 



_ 4 — 
1жен1е интеграла иожетъ быть преобразовано въ 

зсть первообразный корень ураввен1я я:*" — 1=0, 

щ1я, въ которую обращается <^{УЯ), после заи^ны 

а а'УВ. 

I основав1и теоремы Абеля, язъ вышенаписанваго 

лучаютсн сл^дующхя т выращен1Й: 

({ = 0, 1, 2, ...т— 1). 

л яхъ, пос^гЬ предварительнаго уынонсен1я соотв'Ьт' 
, находииъ 

] Я^ 
юлагая ^^А, заключаемъ следующую теорему 



.. Если интегралг (1) выражается въ конечтмъ 
оно поАОокить 






4. На основавга этой теоремы, вопросъ о выражеши инте- 
грала (1) въ ковечномъ ввд'Ё иожетъ быть сведенъ къ вопросу 
о выражешЕ его подъ ввдоиъ (2). 

Прежде ч^иъ прнступимъ къ этому посл^Ьднему вопросу, 
докажеиъ сначала въ двухъ слйдующахъ статьяхъ н^^которыя 
вспоиогатедьныя 11редложен1я. 

Дхя сокра1цен1я, аолагаемъ 

9(УВ)9>У^)(р"'(а^^) • ■ • 9*"^'(а"'~'У^= ^■ 



Изсл1кдован1е выражен1я А1оё'Р^. 
5. По опред'Ёлен1ю 

гд* а первообразный корень уравнеахя ж"* — 1 =0, <^а*УВ) 

ращональная Функщя отъ х и в.*УМ. 

Изъ этого овред'1^ешя выражения ТГ вытекають сл^дуюпця 
его свойства. 

I. Выражение Ж не изы'Ьнитъ не вида, ни величины, если 

веЬ ВХ0ДЯЩ1Я въ него Функщи 'р(а*У'В) умножить на. одну и 
ту же рапдональную Функщю. — Первое — очевидно; второе же 
сл-Ьдуеть изъ того, что тогда Ж умножится на ту же Функцш 
въ степени 1 -♦- а -»- а^ -♦- . . . -+- а"*"' = 0. 

П. Произведете и частное двухъ выражен1й вида Т7 есть 
также выражеше вида Ж. — Потому что произведен1е и част- . 

ное двухъ функцш вида <р{а*УЕ) есть Функщя такого же вида. 
Ш. Выражеше ТР" приводится къ виду ТТ. — Потому что 



е вида, какъ и ^УВ). 

N. N^ ДГ, 

, выражешя вида Ж, а N1^ Д^^, ^?,,. . . 
числа огь а*), приводится къ виду Ж — 
изъ П и III свойства. 

выше иеречисдеавыхъ свойствъ РР, всегда 
выра»ен1е 

7, подобнаго же вида и такое, что состав- 

) (»=0, 1, 2,...т—1) 

зга свойстваыи. 
гть вида 

Ко -н Х,<11.*УД -ь Х^а'*У'^^ -н . . . 



лоиъ отъ а называють рашониьную Фуякщю отъ а 
11ентама. Такое число, какъ изв'бстко, иошетъ быть 

'-^, гд-6 п, п*", »'. . . ц4лыя рац1о- 

= 1, то число N называютъ ц'кимп, конояексиынъ 



гд* Хр, XI, Х^, . . . Х^_, ц'Ьдые полиеоиы, не н 
щаго множителя, а 

УЩ .'. . У^^^^ 

корни, въ которые обращаются корни УЕ, ... 1 
исключен!и въ ннхъ ращональныхъ множителей. 

Въ самомъ ккхк, къ такому виду эти Функц1И ьа 
быть приведены, на основанга I свойства выражетя 

П. Всяюй линейный множитель ФункцШ (3) сод 
вихъ ц'Ёлое число разъ *). 

Потому что, если это число есть дробное, то знам 
д'Ёлитъ т; а потому, взявъ тогда вместо выражев!^ 
ему и такого же вида (II свойство ТР) выражен1е 
аолучаемъ Функцш (3), уже обладающ1я этимъ свойс 

III. Одвнъ и тотъ же линейный множитель не 
«о вс^^хъ Функщяхъ (3). 

Въ саиомъ Д'ёлё, въ нротивноыъ случае), въ силз 

подучаеныжъ изъ (4) выраженш Функщй (3), одинъ 
линейный множитель долженъ быль бы содержатьс 



•) Усдоввнся эд'Ьсь относительно значешя сл'Ьдующвхъ выр 
рыя буденъ употреблять въ этонъ разс7Жден1В. 

1) Еслв, въ разложен1и некоторой «>увкц1Я по ввскодящвнъ 
локазатмь у а: въ первонъ чденЪ есть п, то буденъ говорить, < 
щя есть п-ой степени. 

2) Если, въ раэложеши н'1^оторой Функщв по восходащв 
х — а, показатель уж — я въ первомъ член4 есть п, то буденъ 
к— а содержатся п разъ въ этой Функщи. 

♦*) Зд4сь У'Лад = 1 , У'ВЙ = "в. 



Х(У^1 И притомь, въ ему предыдущаго свойства, 

1 раза; а такъ какъ корни У В**' не нм'Ьютъ ращо- 

шожвтеля, то отсюда сдйдовало бы, что полиномы ^,- 

5щаго иножителя, ~- а это прот11вор1Ьтатъ I свойству 

). 

гаъ поръ, говоря о выражеши (2), мы будемъ предпо- 

составляющ!я его фунгаци (3) об^адаютъ вышеука- 

войстваыв. 

л*дуемъ теперь выражение производной 






иотримъ, къ какому виду приводится выражен1е (5). 
лу равенства (1), опред-бляющаго ТГ, выраженхе (5) 



Дф(аУД) Лф^УЩ Лу(а"'— УВ) 



--^-а'- 



Б выражеше можетъ быть представлено иначе. — Если 
У I свойства Функщй (3), 

Лх Л| 2(2' * '"т 1 

ул) = г. -1- г, .' у в н- г, «■' УЖ™ -<- 



'""■''УВ!""'' (Г,, г,,. . . вйлю оолгаомы); а т- 
жев1е (6) иожеть быть приведено къ внду 



ф^) -ь аф(аУД) -*■ аЩа^УЖ)-*- ... -^■ а"»— 'ф(а'"— ' УД) 



— ГД'6 ф(а УЛ) функщя такая же, какъ Ф{а'УЕ), 
къ виду. 



^(9 Д) -.- аф(аТ<В)-.- а*ф(в' >^В) -*■ 



/7, >^Д"»-" 

\'/ т яЦ т я ■ 5~ 

Разсиатрввая это выражение, заи'Ёчаенъ вопер 
функщи 

■]1{УЩ ■*■ иЦаУЩ -ь а*ф(«*УД) -^- . . . -I- «*"— 'ф(«'»— 1 V 
Т^Д*"-'» 

Ф(У^) <р(в"^ ф(а'УЛ) . . . <р(«"— »УВ) 

приводятся къ 11:Блынъ полиномаиъ; загЁмъ, припо! 
у-^т— I) подучвдся изъ УД"~' исключешемъ ращ 
мвоягателей, замечаешь, что Д*"*"'' = Л,"~"^ М^*^"' . 



Такимъ образомъ изъ разсмотр'Ёшя выражешя 
чаемъ, что выражете (5) можетъ быть приведено къ 

(8) 4-, 

гД'Ё $, О ц'Ёлые полиномы. 

П. Найдемъ степень выражен1я (8). 
Разсматривая равное ему выраженье (6), заийч: 



1и функщй (3) буд}тъ Пд' ', то степени ихъ производ- 
гь ^ п/' — I *) и следовательно степени Функцга 

Ах 

1ыше — 1 . 

, заключаешь, что степень выражешя (6), ила же рав- 

^1ражен1я (8) не выше — 1 . 

зсиотрйнш выражения (9) видииъ еще, что, если п^,^'' 

степени функщй (3), то коэФнщенты у х~^ въ разло- 

оцй (9) но нисходящикъ стененямъ х будутъ x^^\ 

^ЭФИцгенгь у х~^ въ подобномъ же разложен1й выра- 

1ЛИ же равнаго ему выражен1я (8) будетъ 

= V -^ Яо'а -I- По"а' -♦-... ^ «„""-"а"'-'. 

зсмотриыъ полиноиъ о, входящШ въ выражение (8), 
1женш, что овъ не содержить общихъ иножвтелей съ $ . 
щдно, что О входить иножителенъ въ аолиноиъ 

|р(УЛ)<р(аУ;Д|<р{а*У'Й) . . . ф(а"-'т/В); 

Ач всякш линейный множитель О содержится, по 

р4, въ одной изъ функщй (3). 

теперь X — <^^ есть некоторый линейный множитель 

. Если онъ содержится въ нихъ п,'*' разъ, то въ ихъ 

хъ онъ будетъ содержаться не мен^е п/*' — 1 **) 

>довательно не мен^Ье — 1 разъ въ Фуншцяхъ (9) и, 

. сл'Ьдуетъ, не мен^Ье — 1 разъ въ выражения (6), 

номъ ему выражен1и (8). 

, заключаемъ, тго нолиномъ О есть произведен1е нро- 



1 < , очевидно, будегь ии^ть м*сто, если п,,'*' = 0. 
дудеть солержаться бо14в ч*нъ Пу'*' — 1 раэъ, если п/<** = 



— 11 _ 

соыхъ лшейныхъ иножвте1ей, не содержшцв 
полном{1 К. 

Зам'Ёчаемъ еще, что, если х — о,- содержи 



по восходящимъ степеняиъ х — а^ будуть п^"; 

щентъ у въ подобноиъ же разаожеи1и вы 

же равнаго еиу выражеиЫ (8) будегь 

3?^ = п^^ ■+■ п/о -•- п/в? -н . . . -ь п,^"" 

ГУ. Изъ всего вышедоказалнаго относитель 
сл'Ьдуетъ, что, если 

а; — а,. 0=1,2, ..Л) 
суть ВСЁ линейные янохители Фуикц1й (3), и ес^ 
Л = и"н-..., -1-н?й = 

то выражеше (8) иоженъ представать такъ: 



(10) 



Ш„ УЗа^Р -*- ц*л. Ф. ч- 91, ^* -н 9^3 ^ 



гд* «ц4л. Ф.» означаетъ ц-Ьлую функщю, сте 
выше р — 1, а 91о, С№^ коиплексныа числа, зв 
унарно въ II и III. 



•) Зяакокъ *(/) будет. 



отраиъ теперь къ чему приводится Ж, есл въ вы- 
!зводной (5), приведенной къвиду(10), буденънм^тъ 

% = 0, 3г, = = 1, 2, ... I). 

о ви-Ёсто вьфаасешя Ж, опред'кжяемаго равенствоиъ 
ринъ такого же вида, во бо^е общее выражеше 

пред'Ьдяеиое равенствоиъ 

Ж{а»УД) 

В)9>*'*"'УД)1>""(а*^Й). . .9""'~'{а*-'УЛ), 

^дно 1Йлое поюжителное число. 

}Д'1лешя этого выражешя сл-Ьдуетъ, что коэфищенть 

зложевш ао внсходящииъ стеоеняиъ х производной 



Е>1 у - _ ■ ВЪ разложенш этой производной по вос- 
епеняыъ х — а^ будутъ 

ч) заключаемъ, что, если вм'Ёють и'Ёсто равенства 



5Й0*'' = б, ш;*>= О 0'= 1, 2, ... Г). 

гь теперь выражеше (12) къдруго«увиду.—^ Пусть 
! ураввеше съ ращональныии коэФИщентЕши, кото- 



рому удовлетворяетъ а, есть ]1-ой степени, Тогда, в 
но, для Н ц§лаго и положителЕлаго им^Бемъ 

гд* а^***, . . . »,!_/** 1г6лыя числа. 

Пользуясь этими равенствами, выражеше (12) м 
вести къ виду 

(15) Ща^УВ) 

= ф„(а*УВ)ф,"(а*Уй)фз*'('Х*1/Д) . . . ф^^.*""' 

гд* ф^(а*1/В} ращоаальныя Функщи огь х и а*1/Д, 
шля равенствомъ 

(16) ф,(а*УЛ) 

Изъ выражешя (15) видииъ, что, если ф}'нкщи ( 
степени, то коэФИц1ентъ у х~^ въ разложенл по н 
степевяиъ х производной (13) можетъ быть предста 

9г;*> = V„» -ь у/а -ь V„V ч- . . . -+^ у,"*-»а'' 

Равньшъ образомъ, принимая во вниыаше ввдъ ф 
видимъ, что он^ не им^югь другихъ линейныхь 
кротах — а,, и что, если эти мвожнтелв содержа 
у,^'' разъ, то коэФИщентъ у ■ — въ разложении по в 

степенямъ х — а^ производной (13) ыожеть быть п 
такъ: 

Я,<»> ^ V/ -ь у/а -ь ^/а? и- . . . -+- ^1^-'*аГ 

Изъ этого завлючаенъ, что, если им^ють и^ст 
(11), а сл-Ьдовательно, по сейчасъ доказанному и рав 
то тогда 

V "*" V* ■+* "(^""^ -ь . . . -ь V^|"^~1*а'*~^ == I 



ункщв (16) ве обращаются ни въ о ни въ оо 

ЗВ1И X, 

к какое угодно ц^лое положительное число, 
заннаго, что, если нм'Ьютъ 1гЬсто равенства 
3)для 

й = 0, 1, 2,. ..т— 1 

1 и не равными нулю для вс^ъ значенш х. 
1Я кхъ къ виду 

= Г„-ь Г,а*У:В-н Г^а^^УЕ-*- . . . 

защональныя Функцш, изъ равенетвъ 
= ^^{УЯ) ч- а•"-■'^|.,(аV■Й)-^- . . . 

1ены Функпдй (16) остаются конечными и не 
всбхъ зыачен1Й х, то есть приводятся къ по- 
го тогда вс^ Функц1и (16), входяпця въ выра- 
вательао само выражен1е (15) должны быть 

казали, что, если въ выражении производной 
ь виду (10), вм'Ьютъ м-Ьсто равенства (11), 
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Г Реке 



11риведен1е интеграла -^ черезъ адгебраическ1я Функц1и. 



9. Въ этой стать-Ё покажемъ, что всяюй интеградъ 

(1) \-^ ■ 

(Р, ^ ц'Ьлые полиномы, не им'Ьюнце общаго множителя, В ц*- 
ль1Й полиномъ, не им'Ьющш множителей выше т — 1 кратности) 
можетъ быть приведенъ черезъ алгебраическхя Функщи къ дру- 
гому интегралу подобнаго же вида, но бол'Ье простому. 

Для выполнен1я этого приведенхя, найдемъ Формулы для при- 
ведешя интеграловъ вида 

(2 ) Г ^ » ( 3) Г ^^""^ 1^ ^*^^® положит, число I , 

на которые можетъ быть разбитъ интегралъ ( 1 ). 
Для сокращен1я, д']^лаемъ 

.8(Л) = р. 

10. Прежде ч'Ьмъ приступить къ выводу нашихъ Формулъ, 
докажемъ Следующее вспомогательное предложеше. 

Интегралъ вида (1) не выражается въ алгебраическихъ Функ- 
щяхъ, если полиномъ ^ есть произведен1е однихъ простыхъ ли- 
нейныхъ множителей, не содержащихся въ Д и 

8(|)<«(^г,7?,...^«_,)-1. 

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, если этотъ интегралъ выражается алге- 
браически, то, въ силу теоремы п^ 3, можно положить 



] дУЕ тУе 



л ' ^««' 
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ЮМЫ. Разсматривая же это равенство, 
что въ аемъ У=пост., — такъ какъ 
гель 1^, содержась не больше — 1 разъ 
енъ быль бы содержаться ве больше 

^^, и следовательно, въ противоречие 

ь меньше 2 разъ въ ^•, далЬе заые- 
(ыый множитель Л долженъ содержаться 
1вбы н^^который лвнейвыб иножвтель Я, 
ржался въ X, то онъ, содержась тогда 
— , содержался бы 1 разъ въ 

гельно, въ противор'Ьч1е съ предположе- 

кямъ образомъ, еслябы внтегралъ нашъ 
;и, то 1ш4ли бы 



; а это не иожегь быть, такъ какъ, по 

:8№Л, ...я„_.)-1 



а Формулу для приведешя интеграла (3). 
ратЕый множитель полинома 22, такъ что 

У{— о)'-'-|- ^■\_^^x—а)^ 



'-■.н-б,(г-1)(а'-«)'-"'.-^-- 



"Р?^^'!^^ 



,.V^•.=*^ 
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Отсюда, интегрируя, получаемъ Формз^лу 



<4) 



Лх 



1^* 1 (т-\)(к-^1) г 



т 



(х — ау'УВ 






(2а; 



(X — а)^—1УВ 






(т — \)к 
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т 



_Х — й-ь! 



Ьр-к 
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Ах 
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а, какъ легко вад'Ёть, остается справедливой» 
Ьлаго — положительнаго нлв отрицательнаго, — 
, если Л ^ 0. 
й последовательно 

^ = 2, 3,. . . ,.еслий; = 

"1 = 1, 2, . . . , если А> О, 

)мощи ея, Формулы, для пр11ведев!я интеграла (3), 
я: 

^(«-а)Ул ^ ув ('«-'*) 

< X — а не д-блигь Е }, 






-УЛ"^ 



% — о множитель / 



. к кратный Д У 
лЗ коэфищентъ, Р, , X ц11лые полиномы. 
аъ теперь Форму^^ для приведенгя интеграла (2Х 
= еж'' -4- с.а:''"' -н . . . -*- с._.х -\- с. 



зрж^ ' -4- с,(р — 1 )а;'^* - 



Р— 1" 



значен1я Д и д- во вторую часть тожества 
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Отсюда, интегрируя, иолучаемъ Формулу 

(1-«|)(р-1) 



Х^ЛХ 



У1 



С-») , , „ , Г 

т *-^Р ' Ср_, дХ— РЧ-1ДЯ — Х-^р-1 



.1х^-^'УВ'^~\ 



Формула эта, какъ легко вид^^ть, остается спрг 
всякаго X ц{^1аго. 

Д'Ёлая въ ней 110сх1|Довате1ьво 

)1 = р — 1,р, р-ь1,..., 



ва:ЕОДИиъ, при помощи ея, для приведевш интегра 
X ^ р — 1 , Формулу сл^дующаго вида: 
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I коэФЯщентъ, X и^лый йоштиъ. 

аковецъ Формулу для ариведен1я интеграла (2), 

'Ьчаенъ, что, если х — а есть к кратный яно- 
;, то тогда, при помощи Формулы (4), Д'Ёлая 
I. цЁлое положительное число), находимъ урав- 

} УВ "^ ■■■"*" ^?Ё <«-«)*—''' 

'ояяаые коэфицгенты. Такъ что, д^^лая въ Фор- 

= 11 = Л— 2,А— 3, ... 1, О, 

1аго множителя Е, находииъ А; — 1 уравяешй 



в,Г=^^...+в,Г^= 

•Я,Г!?=^н-...-нВ,С^ = 

^ -/в ^ув 






'"V 7в '-';?в 1—°)'-' 

тему уравненш, очевидно, иожеыъ найти для 



всякаго лввейваго множителя В, если кратносп 
этому, если 

М = х1| М^ . ■ . -В , . 

то, прн помощи Формулы (4), получаенъ 

Ц11^)ч-2^Е^-^- . . . -1-(т— 2)8{Л«_ 

ураввенШ, связывающихъ линейныиъ образомъ, 
коэфвщентами, интегралы 






УВ 



Уравнешя эти, очевидно, относительно игь I 
Крем* тОго, не трудно видеть, что въ ннхъ войд 
граловъ 

(9) Г??=;=!^(1,==о,1, 2,. ..!--] 






такъ какъ, въ противномъ слз'ча'Ё, мы могли < 
уравнешй вайти линейную зависимость, съ пост 
щентамн, между интегралами 






приводящуюся къ алгебраической Функцш; а эт( 
предложеню п'' 10, ибо взъ равенствъ 

([1 = г, г -+- 1 , 
Х=2, 3,... 



*) Соотв1тствующ1я значен1я |1 и X стоять зд^Ёсь одно 



;Л,)-1-28(Д^ч- ... -ь(1я — 2)8(В„_,), 
2ЦВ,)ч- . . . (т— 1)8(В„_,);, мйенъ 

(||. = г,г-ь1,...| 

п,в,...в^,)-х{ 

и=2,з ) 



(гтнос1гтедьно нашихъ г уравнешй, а также 
1е видъ вторыхъ частей этихъ уравнешй и 
почаеиъ, <Ш) р^шая наши г уравненШ отво- 
ь (9), ваходнмъ для 1]рвведен1я интеграла (2), 

р — 3, . .. 8(Лг,й,. . .Я„_,)— 1, 

о вида: 



В,1!,...В^,)/- 



-В=1УД"-, 



В,В,'...В„_ 

соэфишеетъ, 2 н;{1лый полнот. 

ть (5), (6), (7), (11) легко теперь заключить 
относительно приведен1я интеграла (1). 

егралъ (1) моокет» быть приведет кг интае- 
вида 



еденге однияя простых^ линейных^ мтжи- 
щхся 9Ь Ни 



;)<8(7г,7г,...Л„_,)— 2; 



така что будешь 

(13) Г^===|уд^_^Г.?:^ 

г1^№ X, У %т>лые полшммы. 

Эту теорему дополняегь еще следующая. 

Теорема. Пртеденге штьеърала (1) чере 
функти къ интегралу вида (12) есть тподько о 

Доказ. Еслябъ ны яккт два подобвыя пр 



Г^== алгебр. Фун.н-Г^1^ 
Г^ = алгебр. Фун.^Г-^ 



П 

^го язь янхъ ны занлючнлв бы о существоваши иб 

/Р.'Лв , р,' р.' р.' 
— \ ■ , гд* 7Г7 = ?п — 7)? ' выражающагося 
«а'УВ "• ^' '^^ 

а это протЕвор'Ьчитъ предложешю п" 10. 

15. Выполнять на саиомъ Д'1л{1 нриведев 
къ интегралу (12), пользуясь вышевыведен! 
првведетя, неудобно — уже по тому одному, Ч1 
•буется р1Ьтеше уравнен1Й = 0, В ^ 0. 

Покажеиъ теперь, что кзъ разснотр^н1я эт1 
часъ полз^чается другой способъ для этого щ 
«ловаин, другой способъ опред'Ёленгя нол1нои< 
въ ур^вненш (13). 

Цтакъ, вопервыхъ, поливомь Т иожеп 
лень, какъ общШ наибольп11Й дйлатель полииои 
такъ какъ взъ Формулъ приведения видно, ч 
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едь У содержится ъъ ^ % Яъ првтоиъ такъ, что^ 
цержится въ нихъ р и -у разъ, то въ У онъ бу- 
;аться р -ь V — 1 разъ. Дал^^е, полноиъ ^' р^ш* 
'Ому О, умноженноиу на общ1Й наибольш1Й д'&латель 
^9 1Ё^1 в разд'Ёленноиу на У; такъ какъ- нзъ ФОр- 
,ен!я видно, что ^' есть произведете арость1ХЪ хв- 
>жнтелей ^, не содержащихся въ В. 
степень (высшШ пред1лъ) полинома Р' иожетъ быть 
гзъ уравнев1я 



8(|)=8(Л,7г,...Д„_,)-2, 



а X изъ равенства (13), въ котороиъ будетъ нз- 

ень оерваго и третьяго члена и степень Фунщш^ 

\Х. 

ъ, коэФИЦ1енты полиноиовъ X, Р', могугь быть 

съ помощью отЬдующаго равенства, получаеиаго 

зренпирован1е (13) равенства: 



^*С 



дпйх 



ев? „_ "^^ 



х=«р', 



„ЙВ 



^- ~Г~» ^ приводятся КЪ Ц*ЛЫМЪ ПОЛИ- 



е^ « 

^> г» » г » д' 
ъ это видно изъ способа получен1я Г и ^'■— Такъ. 
казанноиу, для исконыхъ полтаоиовъ существуетъ 
е, то для оаред'Ёлен1я коэФищентовъ у X получатся 

уравнев1я (линейныя) изъ условхя, что первая часть 
)авепства должна д-блаться безъ остатка на % и ^аст- 
:о д*лен1я должно быть степени ^ 8(Р'). Подсгав- 

это частное вайденныя такимъ образомъ коэфи- 
пред'1ляемъ и значен1е полинома К. 
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Прпеден1е вопроса о выражен!! интеграла въ конечножь 
В1д16 къ вопросу о выражен!! интеграла въ логарюмахъ. 

16. Обращаемся теперь къ вопросу, поставленноиу въ п** 4, 
о вьфажеши интеграла 

(1) Г^ 

^ яуя 

въ конечвомъ вид'ё. 

При р1^шеши этого вопроса весьма важную роль играеть 
^зышеразснотр^^нное приведете интеграла (1) къ интегралу 



(2) Г^, 

^ в'» 






такъ какъ относительно его мы им']^емъ сл'1дующую теорему. 



Теорема. Если иптеграль 



/ 






гдть ^' есть прошведенге одиихъ простым линейным мнсюнмте- 
лей^ не содероюащиссся вг Е и 

«(|)<«(А^гз-.-^«_|)-2, 

выражается въ конечномъ видгь^ то онъ выражается въ однцхъ 
Аогаривмаосъ. 

Доказ. Если разсматриваемыЁ интегралъ выражается въ 
конечномъ вид'!^ то, по теорем'Ё п^ 3, можемъ положить 



Т'Ох "• 






= гУВ'^^''^^А\о^Т7. 



■*« ( 



• Г' 



>•%.• 




1ЖН0СТВ такого выражетя заключаемъ о существо- 
["рада 

гося къ гуд*""'. Но, такъ какъ (п" 7) 
ото те свойства, какъ ^' и 



овый нвтеграгь будетъ такого же внда, какъ н юсл^- 
тогда, въ силу о" 10, онъ иожетъ првводнться къ 

только тогда, если 2= 0. 

зъ доЕазанноб теоремы получаются еще схЁдуюоця 

твге I. Инте1ралъ (2) не выраокается вь конечномъ 

»т>->- 

7 что, ПО доказанной теорем^Ь, еслибы онъ выражался 
нъ ввд'Ё, то его значеше представнлось бы подъ в1доиъ 

2Л1оеТГ, 

1жегь быть, тецсъ какъ 8 ( ох^ ) ^ — ^ • 
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Слйдств1е 11. Иншегралг (1) вообще {иго есть щм 
плхтатшюъ Р, $) не выражается въ конечтмъ вг1дп, ее 
«омъ В таковъ^ что 

»(В,В,...В„_,)-^>\. 

Въ самоиъ а'^% интегралъ (1) приводится къ внтег 
у вотораго степень подъиетегральной функщи вообще р1 

то есть вообще будегь > — 1 , есл 8(Д , Л^ . . . ^^„_, ) — 
такъ что тогда, по предыдущему сх1дств1ю, витеграх 
сл^ловательио, интегралъ (1) вообще не выражается « 

НОИЪ ВИД'1. 

18. На осиоваши вышедоказанной теорены, заш 
4го приведеи1еиъ интеграла (1) къ штегра.^ (2) мы 
свести вопросъ о выражеши интеграла (1) въ конечн( 
къ вопросу о выражеши интеграла (2) въ однихъ 
иахъ. 

Правило для приведешя одного вопроса къ другому 
вый разъ было дано Чебышевымъ. 

Въ сл4дующихъ, поэтому, статы!хъ мы будемъ уж 
чительно заниматься вопросоиъ о выражен1В интеграл 
логариемахъ, то есть подъ видоиъ 

2^108 Ж; 

причемъ будеиъ исключать тотъ сл^'чай, когда этотъ 
р11шается веиеддепно, па основанш сл^дств!я I, то еС1 
степень подъинтегральной Функщи превосходить — 1 . 



1Н1е вопроса о вырахеЕ1н итегрыа въ шгарютг 
росу о выражен11 «нтеграла однпъ мгарвешт- 
СКИ1 члсноп. 

Обращаясь къ вопросу о выражешв интеграла 



Г У& 






рвеиахъ, приведенъ предварительно подьяитегральную | 
кь другому виду. [ 

ть о,, Од,. . .0; суть ВС* корнв уравнен1я О'^Ои 1 






и^е 



^в'^^^.=со 

[а основаиш изв^стааго относительно подъинтегральвов 
(1), иожемъ ее представить таШ]; 

г,Уса^'-|-ц*л.Ф.-^Я,^-ьК,^-4- . . . 






1. Ф.в означаегъ ц'Ьлую функщю, степень которой не 

— 1- , 

гкь теперь уравнетя вида 
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гд* N^ комплексаыя числа отъ а. Пусть 1-*-1 — X 
всЁхъ такихъ уравнешй, не тожественныхъ относвте^ 
К^. Съ помощью этнхъ уравненй можно выразить 
«изъ чиселъ К^ линейныии Фувкц1яии съ комплексш 
щентаия отъ X остальныгь. Выразинъ, положить, та 
зомь Кд, Я^^р Ку_^_^, ... Я, черезъ 

Тогда, подставляя игь значен1я въ вышенаписанное 
подъинтегральнон «ушицв, иожемъ переписать инт 
сл^дующЕмъ образомъ: 



(2) 



2^. 






гд* N^*^ суть комплексныя числа отъ а. 



-1^. Ф. 



20. Вооросъ о выражеши интеграла (2) въ ковеч 
а именно, подъ видомъ 



(3) 



2Л1»гИ'. 



иожегь быть сведевъ къ бол^е простому вопросу н( 
следующей теоремы Чебышева. 



Теорема. Если Ш1тегралъ (2) выражается подъ 
то онг люжешб быть ра^та на X инптрадовъ 



(!=1, 2, ...X), 
со)»о^ыя:г мозкетг быть представлено поде видомв 

Аыя числа. 

3. Пусть значен1е иатеграаа (2) представляется выра- 
'3), то есть, пусть подъивтегральная Функщя (2) совпа- 
производною выражен1я (3). Эта производная, какъ 
(п'* 7, ГУ), иошетъ быть врнведена къ виду 

гимъ теперь, что относительно выражен1я (3) всегда 
редположить, что иеасду коэФИц1евтавш Л^ не воз- 
нейная зависимость съ комплексными коэфищентами. — 
мъ Д'^^, ИМЕЯ такую завясимость, иы нашли бы 
^, -*- -^ А^ -*-... -*- -^~' А, , , гд-Ь N. цЬлыя ком- 
, п^ цкхыя ращональныя числа; а тогда выражете (3) 

замЬнить черезъ ^^1одТГ^"*Я^^ ', которое приве- 

1=1 

такому же виду (а** 5, ГУ) какъ (3), но которое будегь 
ь не ^, а ^ — 1 членовъ. Очевидно же, что всегда можно 
кять относительно выражения (3), что въ вемъ подоб- 
}деще выполнить невозможно, 
ыиъ образомъ, невозможна линейная зависимость съ 



1 
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конпдексньшв коэФШцентаии в нежд; коэФВщент 
ражеши подъннтегральной Фувкщв (2), кавъ : 
предыдущаго п". 

Въ силу этигь свойствъ коэФищевтовъ А^ я 
(3) интеграла иожетъ быть преобразовано въ друг 
вая съ подъянтегральною Функщею (2) вышена! 
жеше (4) производной Функц!и (3), заключаемъ, 
рядъ чиселъ 01, ад, . . . Оц иожетъ отличаться то^ 
отъ а^, а^^ . . . а1. Положимъ 

"1 = 0,1 «9=02,. .. а| = о^. 
Тогда нзъ сравнешя коэФИц1ентовъ прН' _~ , — 
-въ тЁхъ же выражешяхъ находииъ 

^1 =2^**'"*' ■Кэ=2Л-9гв'". • • ■ ^1 = 

Такъ какъ между К^ невозможна линейная завис! 
плевсньши коаФшцетгами, то изъ этижъ уравнеш! 
^ ^ X н потону съ ноиощью ихъ ножеиъ выре 
В8Ъ А^ линейными Фунгацяии съ комплексными 
оть Ь — X остальныхъ и К^. Быразииъ, положим! 
зомъ Л^, А^, . . . А-^^ черезъ 

у„ л,, . . . Й-», л*„ л* л 

И нодставииъ ихъ значешл въ выражеше (3). То1 
ввд'Ёть, выражен1е (3) нреобразовываемъ въ дру 
вида, содержащее также Ь членовъ: 

1 = 1 *=Х 

гд'Ь п^ цЁдыя рашональЕ]ыя числа*). 



*) Въ выражея!!! (5) 1V^ отжичво оть ТГ,- въ выражев!» | 
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тагашъ образоиъ значеше ивтеграма (2) представ- 
}ажешеиъ (5). Производвая этого выражетя, какъ 
южеть быть приведена къ виду 






въ этоиъ выражении и оодъиЕггегральной функцш (2) 
>1 прв я^, находимъ 



2|(3!.'-«.^?.'")-ь2^Ч'" = 0- 



зам'Ёченнаго въ начале доказате1ьства этого предло- 
чешое равенство не иначе можегь вигЬть иЬсто, какъ 
денты при — *, -* суть нули. Такимъ образомъ за- 
Ш) въ выраженш (6) будетъ 

Й„4'>=0 (« = Х-*-1,Х-*-2, .. Л). 
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Подобныиъ образомъ, язъ сравнен1я въ тккъ же вы 
коэФйщентовъ при ^-^ ^ , заключаемъ, что въ выр 
будегь 

(9) { кг= 
I 9г;*> = в,ЛГ/' (з = Х-н1, Х-ь2, ...1)\ 

(10) ^д^*^ =0 (1 = X -+- 1 , \-ь 2, . . . О. 

Изъ равенствъ (8) и (10), въ силу доказаннап 
заключаемъ, что въ выражеши (5) будемъ икбть 

ТГ^ = пост. (г=1Хч- 1, Хч-г, . ..«), 

такъ что значеше интеграла {2), если ояъ выражает* 
ривнахъ, иожегъ быть представлено такъ: 



'^^^оёЩ; 



изъ равенствъ же (7) и (9) кром* того заключаезгь, чт( 
И380ДНЫЯ выраженш — ^ Ь^Ж^ ногутъ быть аредстав 



КА N^'^VС!С^^ ч 



.ц1л.о.^^^^1.^ 






все же это в доказываетъ предложетв. 
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занной теоремы вытекають сх11дующ1я с1'Ъдств1я. 
1е I. Если интеяралг (1) моокетв быть п^юписанъ 

^■3 х" -щЫ. ». -ь. я, |в н- 2У,|^ ч- . . . 

угодно, а N «омплексния числа, то значенге его, 
аокается въ конечиомъ видгь, можетъ быть приве- 

чтгонадъное чгкдо. 

1е II. Если интегралъ (1) при ^' =1, то есть 



) ^ 



въ конечном^ видгь, то степепь по&тнтегральной 
яется — 1 и значенге ею моокетг быть приведено 

Л\оё1V, 

нный кодфищеншъ. 

ь Д'Ьл'б, такъ какъ подъинтегральная Фушиця при- 



П Д.Усж^'-нц'Ьл. фЛ^, 



ду к I ЛоУся^^-нц-Бл. Ф. \~, то значеше этого 

;ли онъ выражается въ конечномъ вид'Ь, пред- 
&дств1е I) вырашен1емъ Л \ощ ТТ. А что при 
ь подъиптеграл1.ной Фувкц1и должна равняться 
иючаемъ взъ того, что, ес^шбы она была мень- 
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ше — 1, то приведя произзодную выраженш Л1о§РГ къ виду 
Зйо Ус ж^ -#- ц-Ьл. Ф. 



;^ , им'Ьли бы 91о = о , то есть, нашли 
•5 



бы (п^ 8), что Л 1о8 й^ = пост. 

Сл']^дств1е III. Не существуешь двухь интегралоеь вида (1), 
еыраоюающгш^ся въ конечиомъ видгьу такыхъ чтобы подъинте- 
гральныя ращоналшыя функщи разиилгссь только значеигями 
ацтьА. фл. 

Потому что разность этихъ интеграловъ представила бы 

интегралъ, выражающшся въ конечномъ вид'б, въ противор'Ёчхе 

съ предыдущимъ сл1Ьдств1емъ. 

« 
Сл'бдствхе IV. Интегралъ вида (1) не выраоюает^я вообще 

(то есть при всгьосъ возможных^ поттмахъ Р', ^*) въ конеч- 
номъ видгь^ если полиномъ Е такой^ что 

^ — 2>0. • 

Въ самомъ Д'Ьл^Ь, изъ предыдущаго сл-Ьдствхя видно, что 
интегралъ (1) не выражается вообще въ конечномъ вид*, если 
высппй пред'Ьлъ степени сщ-Ьл. ф.», будетъ ^0; а этотъ выс- 

шШ пред'Ьлъ равняется р — 1 = -^ — 2. 

21. Нетрудно теперь ввд'Ьть, что, на основанш теоремы 
Чебышева, вопросъ о выраженш въ конечномъ вид*Ь интеграла (1) 
шожетъ быть сведенъ къ вопросу о выраженш интеграла 

(11) ' ^ *** 
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при н'бкоторомъ значеши «и^. ф.», въ конечномъ вид'Ь, а именно 
Формулою 

(12) -^1о8ТГ. 

гд'б п ц'кюе ращональное число. 

Въ самомъ ккЛу зам^чаемъ вопервыхъ, что въ этодгь но- 
вомъ вопросе, въ силу сл^дств1я III , не будетъ никакой неопре- 
деленности, несмотря на неопред'&1енную «ц^. ф.», и заг1иъ 
видимъ, что дМствительно, на основанш теоремы, интегралъ (2) 
разбивается на X интеграловъ вида (11), выражающихся Форму- 
лами вида (12), если (2) выражается въ конечномъ вид*]^. Если 
окажется, что какой нибудь изъ этихъ X интеграловъ не выра- 
жается подъ видойъ(12)5 то заключимъ, что интегралъ (2) не 
выражается въ конечномъ вид^^; то же заключеше выведевиъ 
и тогда^ если в&к X интеграловъ выражаются въ конечномъ вщ'к, 
но «ц'Ёл. Ф.» подъ интеграломъ (2) не совпадаетъ съ «сц1^. ф.» 

въ проиЛодной выражешя ^— Ь^И^; наконецъ, въ против- 

номъ случа']^, заключаемъ, что интегралъ (2) выражается въ 

конечномъ вид* и его значеше будетъ 2 — 1одТГ. 

Прежде ч']&мъ приступить къ вопросу о вьфаженш инте- 
грала (11) въ конечномъ вид*, а именно Формулою (12), дока- 
жемъ въ двухъ следующихъ статьяхъ некоторый предложен1Я, 
получаемыя легко изъ выше доказаннаго. 






■^■Ч" 



?Ып 



■г ' \ 



^А-:-- 



Ш, 1штегр|рфван1н въ конечноиъ вщЪ даучденныхъ дпФе- 

ренц1аловъ. 

22. Еще Иваыъ Бернулли показалъ, что для того чтобы 
интегралъ 



/ 



л— I 



яГ-'(« -ь Ьа;«Г<гя! 






{к, ^, I, т ц'кЕыя числа, т > 0) вьфажался в' 
достаточно условие, чтобы одно изъ чнселъ 

— , — I — 

д ' д т 

было Ц^ЛЫМЪ. 

Чебышевъ же доказалъ, что это услов!е ее 
для того чтобы этотъ интегралъ вьфажался вт 

Чтобы въ этомъ уб-Ьдиться, допустииъ, ' 
выполняется. Тогда, какъ известно, прн пом 
сквхъ приведенш разсиатриваеиый интеграл 
къ интегралу 



И 



гд^Ь к' наииепьппй положительный вычетъ чис 
и /' наименышй положительный вычетъ — I по 
что й' < 2, ?' < т и следовательно новый инте 

зак^1тить, есть такой, который ш>1 обозначаем 

Отсюда заключаемъ, тео, для того чтобы эт 
гралъ, а следовательно, и данный интегралъ е 
нечноиъ виде, необходимо (п° 20, следств1е 
должно равняться — 1 , то есть -г-*~-^ долз 
числомъ. 

Ёдннпвенные вообще возможные случаи 
въ конечноиъ 9Щ% диФФеренц1адовъ, содер 
изъ ц'Ёлаго подиноиа. 

23, На основанш предыдущихъ изследов 
твть на сл'Ьдующхй вопросъ: каковъ долженъ С 
чтобы интегралъ 

(1) (г{^,УЁ)<1х, 



ращональяой функщн огь х и УЛ, выражался въ 
д*? Полный ответь находимъ въ сорЬдующей тео- 

I. Для тою чтобы и/ншелралъ (1), при всякойра- 
ункти /I выражался въ коиекнолгв видп, необходит 
ю, чтобы полиномъ В представлялся 1юдъ однилв 
1X6 двухъ видовъ*): 

= (х—аТ, й = (я — аТ(х — б)*"-^. 

Нзъ теоремы а" 1 вндво, что, для того чтобы инте- 
)и всякой функщв /', выражался въ ковечноиъ вякк, 
гтобы интегралъ 

} «^' 

значензяхъ полинояо&ъ Р, ^, выражался въ коыеч- 
,ля того же чтобы посд^дшй интегралъ, при всякихъ 
жался въ конечномъ вид-!, необходимо (сл'Ьдствхе II 
:тв1е IV и" 20) 

В,В,...В„_,)— ^*<1, ^<2, 

1ьно, необходимо, чтобы число 8(Л^ ^^ - . . -В^_,) 
или къ 1 , или къ 2 , то есть чтобы полииоиъ Е 
изъ двухъ сл'Ёдуюпфхъ видовъ: 

Е = (х~аТ, В = {х—аТ{х — Ъ)\ 



о-ается зд'Ёсь, очевидно, что полинонъ В не содержитъ иножи' 

- 1 кратности, такъ что Л = ^, В^' . . . В^ ], гд'!Ё полинонъ 

I не содержитъ кратныхъ нножитслей. 
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Но нетрудво дал11е вид-бть, что во втор^ 
необходиио 

нбо сейчасъ же нозсемъ указать иа 
грала (1), который, прв вевыполаенй 
деть выражаться въ ковечноиъ ввд^: 
гралъ 



к 



прв V неравБОиъ т — !>. не выражает< 
тжу сл{1дств1я II п*' 20, такъ какъ щ 
(что, очевидно, иы^Бетъ иЪсто) этогь инт 
' рый обозначаеиъ черезъ 

Обратно, если В есть одного нзъ вид 
при всякоиъ значен1и рац10на1ьной фу 
конечпоыъ вид'Ь, такъ какъ тогда соот] 
нами 



Ух~-а = 11, У^ 



подъннтегральную Функщю обращаеиъ в 
Нзъ доказанное теоремы заключаем' 

гд-б с ращопальная Функц1я отъ х и У! 
въ ковечноиъ ввд-Ё, если Е не есть одно 



Еа о выражеи11 штегриа одишъ логари- 
иено1ъ Еъ алгебраическому вопросу. 

ся теперь кь вопросу, поставленпоиу въ п° 2 1, 
риа 

] в"!'« 

х=1 - 

[ачешн щ-к1. ф.п, въ конечноиъ вид^, а ииевно 

. При этомъ, для простоты, будемъ ограничи- 
югда т число простое. 

этому вопросу, сд-блаеыъ предварительно сл^Ь- 
ен1я. 

шсла К^(г=: 1, 2, . . Л), входящгя въ выра- 
иьной Функц1и, будеиъ предполагать целыми 
ламп; такое предположена всегда возиожпо, 
гатегралъ (!) выражается аодъ видомъ (2), то 
«аться подъ такимъ же видомъ и тогда, если 
фунгацю умножить на какое угодно ц^лое ра- 
', ибо -| 10^1^ = -^1оёИ'^ и ТГ' такого же 
ром'Ь того, эти ц'&1ыя коыплекспыя числа ^/^ 
1ть приведенными къ виду 



'' ц'Ьлыя положительпыя числа, изъ которыхъ 
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по крайней кк^ одно равняется 0; подобное привел 
ыекснаго чима всегда возможно выпохнить, стоить ' 
этого прибавить къ нему д~*-да-*-^а* ■+■ . . . -ьда 
гд* 3 прилично выбранное число; такое приведете ест 
только одно, какъ въ этомъ легко убедиться, поиня, 
неше а"*""' и- а"*"* ...-1-1=0 есть непряводииое. 
Въ салу такого приведения чиселъ N^^ т Функщй 



(х~а,)> {х-а.Т' ...{х~аУ (р = 0, 1, 



составятъ т ц'Ёлыхъ полиноиовъ Ь , не тгЁющихъ об 
аоггеля. Положить 

Комплексное число Лд, входящее въ выражеше 
гральной Функщи, буденъ предполагать приведенныиг 

^у, = < -*. <а н- «„V -»-...-»- <•»-*>«"*- 

гд* п^, . . . Пц**"""*' рашональныя числа. Положимъ 
V -ь »о' -»-■■• -^ <""*> = V. 

Наконецъ, ц^ое число п входящее въ выраже! 
демъ предполагать положительныыъ; такое предполож' 
возможно, ибо вм'Ёсто выражешя — 1о§ТГ всегда М1 
равное ему и такого же вида -^т^ЬёРГ"'- 

25. Вопросъ о выражении интеграла (1) въ конеч 
а именно, подъ видоиъ (2) можетъ бьпъ приведепъ К1 
ческому вопросу на оспованш сл-Ьдующей теоремы. 



_ 42 — 
а. Если интеградъ (1) выражается подъ видомв 
С Р"Лд 

4108Ф(>'В)9>>'^?"'(«'>'Д)...9'''"~\а"*~'У^), 

/^, <р(аУД), Ф(а=У'Д), . ■ . «?(«"""■/«) 
р/ттъ уравнент 

?)ф(аУД)ф(а=У'Л) . . . ^^в^~^VВ) = С^", 

А", 4", V. • ■ ■ К-. 
етьтственно степеней 

п(йар^). 

Пусть интеграхь (1) вьфажается подъ видомъ (3). 
[)тв^тственво черезъ 

с п.', п,', . . . п.'"-" 

цш (4) и поюжвиъ 

= Пд -ь Пц а -*- Пц а -^- . . . -♦- Иц' 'а ; 



;1гь говорить, что Функщя Ф содержнтъ вс^ мвожитежя выра- 
[мшнев1е Ф = О содержитъ всЪ корни ураввев1я х ^ 0. 
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иазовеиъ дал^е черезъ 



,...0 



ВСЁ ^внейные множителя Функщй (4), въ которыхъ 
ягатся, положииъ, соотв-йтственно, 

разъ ; Д'Ёлаеиъ 

91,. = п/ -«^ п^'а ■+■ п/а' -*-...-*- п;"-'>а"- 

Тогда изъ доказаннаго въ п" 7 видимъ, что подъ 
ная Фувкщя (1) ножетъ быть такъ представлена: 



%УсхР -- ц1и. Ф. ^2»^.^ 



Замечая теперь, что число 91^ не ножетъ нриводиться 
въ противномъ случае, числа п/, п/, . . . п^'"*"'* были 
между собою и следовательно (п" 6, Ш) равны 0), 
чаемъ отсюда, что вс^ лнвейвые нвожителн фушици {■ 

X — «( (*=1,2, . . .1); 

такъ что, если они содержатся въ вихъ соответствен! 

„.("-1) 



разъ и 



Ш^ = п^" -*- п/а -н п^"а^ - 



. -ь пГ""»"* 



то подъЕнтегральнаа Фувшия (1) ножетъ быть п; 
такъ; 

Г »=! „ " 



Эг^ >^с а^ -*- 1гЬл. Ф. -ь 2 *-Н( ^3^ 



— 44 — 

о выражеше съ (1) вм'^внъ Э1^ = п2^^; отсюда, 
' чиселъ Щ, N^ веЬ коэФОценты подожп-еиные в, 
рй по одному равному О (а" 6, П1 и н° 24), нахо- 



1 



, ч, = пп, , п. = ми. , 



пГ- '> = ««Г-" 



зоиъ доказываемъ первые два пункта теореиы. 
ь равенства 91о ^ яN^, , которое переписывается въ 

^- <« -^ По'«' -^ • • • -^ п.'"-Ча"-' 
,„• ^ „;. -ь я.'.» * . . . ч- <"-|."-), 

-П«,", П„' = 11,''"~''Ч-ЯП„', 11,'=П,'"~"-1-1Ш,", . . . 
П.1— » = 11,"""-"-Ь»П.'"-^. 

равенсгвъ и равенства, ншучаеиаго вяь (5) 
+ ».' -ь п.' н- . . . -^ п,<"-ч = п!(Ь), 

'="(^^-0 

аетъ пос11:дн1Й пунктъ теореиы. 

какъ, обратно, какъ видно изъ п® 7, будетъ 

(4) удовлетворнють всЬмъ треиъ услов1ямъ тео- 
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ремы^ то изъ этого заключаемъ, что вопросъ о выражеши инте- 
грала (1) въ конечномъ вид'Ь, а именно, подъ видомъ (2) можетъ 
быть сведенъ къ следующему алгебраическому вопросу: 
Найти ц']&лое положите^гьное число п и Функцш 



Ф(УД), 9(аУ2г), 9(а^Б), . . . ф(а^~*У2г) 

таюя, чтобы он* 

1) удовлетворяли уравненио 

9(У2г) 9(аУЛ) <?{п?УВ) . . . фСа"*""' УВ) = СХ", 

2) содержали соответственно все множители полиномовъ 



3) были соответственно степеней 

Если этотъ вопросъ не имеетъ решенхя, то интегралъ (1) 
не выражается въ конечномъ виде. Бъ противномъ же случае 
сейчасъ находимъ его значеше подъ видомъ (3) и значенхе «цел. 
Ф.», остающееся до сихъ поръ неопределеннымъ въ подъинте- 
гральной Функц1и. 

Въ двухъ следующихъ случаяхъ этотъ алгебраически во- 
просъ упрощается. 

I. Если ^"= 1 (и следовательно -—-^ =числ. цел., 8/^г"^ = "~ 1)> 

то этотъ вопросъ обращается въ следующш: 
Найти функцш 

т « т т 

<р(У2г), 9(аУЛ), 9(а^1г), . . . <р(«"'-ч/^г) 



Г' 






.шШ"»! 



В)9((1Уй)9(а'1/В) . . . 9(*"~'1^Л)= С. 

тъ вооросъ не ин^еть рФшешя, то ннтеграхь (I) 
;я въ конечнонъ вед^. Въ противноиъ случа^&, есл 
какое нвбудь его р^шеше, то севчасъ находвиъ 
гра1а и значеше «о^^. ф.», опред-йляя эту Функщьо 
^11зъуравнен1я^=^(^да. 

УЛ 
Ь (-^^ < — 1 , то есть Л'о = О и По' = < = . . . 

О, V = О , тогда вс! Функцш (4) булутъ одинаковой 
Д'Ёляеыой изъ того, что произведете ихъ есть СЬ". 
втомъ случа* нашъ вопросъ обращается въ сл±- 

лое положительное число п я Функщи 
?М), (р(аУЙ), '^а'УД) . . . ^(о^-'УЙ) 

ОН'1 

)яли уравнение 

1)(^аУН)(^{а?УВ) . . . фСа"- 'Уй) = С^", 
соотв^тствевво вс^ мноаэттелн полиноновъ 
7;Л Ц"*, V. ■ ■ • ^1-.- 



ГЛ^А^ВА. П. 

Объ интегрированш въ Бонечномъ I 
ренщаловъ, содержапщхъ Еорень 
изъ п^аго полинома. 



Пр||веден1в къ алгебраическому воп| 

27. Въ этой пав^Ё иы будеиъ занииггься 
ввтегрировавш въ ковечномъ вид^^ диФФереоща^ 
пщхъ ращонально х в УН, тхЬ Е ц'Ёлыб полвв 
содержащш кратныхъ ивожвтелей. 

Этотъ воаросъ, какъ изв^ство взъ оредыдул 
яютъ быть сведевъ къ вопросу о выражев1в одви 
ческшъ иеноиъ внтеграловъ вида (в" 21) 

Г Р"Лс 

или, какъ это уже легко повять, — къ вопросу 
оцдагп, логариомвческииъ члевоиъ ннтеграловъ вл 






{ Ь(Е) число четное, ^(-7=) = 



(П) 



^в■у^ 
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гь же о выражея1В одвяиъ югарнеинческвиъ члевоиъ 
гъ такого вида, по доказавноиу въ п" 26, ножетъ бьпъ 
. адгебраическоиу вопросу *). 
росъ о выражети интеграла (I) оодъ ввдоиъ 



А\оц 






Еъ сд^^ющеиу алгебранческоиу вопросу, какъ пока- 

кбехь: 

полиномы Х^, X,, удовлетворяюоце уравнешю 

гравпеше это не нм'Ёетъ р^шеЕ]1я, то интегралъ (I) не 
м въ конечномъ вид'Ь; въ противноиъ случа*, Н1г6я 
1е, сейчасъ находЕИъ и значеше интеграла (I). 
аодъинтеп)альвой фунюцн (II), очевидно, будетъ 

» = 1 1=1, 

ыя ращональныя аоложительныя числа (н" 24). Поло- 
(ж — о,) '(ж — Оз) *...(а; — о,^) ' = 1^, 

М{ 

%-+-а' ...{а: — О,) =^^,^аЦ=^. 



тимъ зд'{!сь, ЧТО первообразный корень уравнен1а я^ — 1 = есть 
къ что кокмексное число отъ а есть рацтаяльное число, а ц'кюе 
число есть ц^ое ращовальное число; Фувкщн <р(^Л) буд.етъ 
С] т/Ц, гдЪ Ж^, 2| ц^Ёлые нолиноиы, не ин'Ёющ1е общаго нножи- 

'^ = X. - Х1^Ж, такъ что МГ= ф(УВ) <р'^аУВ) = ^""'^^ , 

^ = Х(,* - Х,'В. 
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Вопросъ о выражев!и интеграла (II) оодъ 

сводится къ следующему алгебраическому во1 
Найти ц^лое положительное число п и 
таше, чтобы Функцл 

Х^ч-Х^УЁ, Х^~Х^У1 

содержали соотв'Ьтствешо вс* множители пол 

V, ь,° 

И чтобы 

(В) Х(,^ — Х,зД = СЬ". 

Полиномы Хд, 2, будемъ называть р^шев 
Если уравнеше (В) не нм-Ьеть р*шен1Я, 

не выражается въ конечноиъ вид'ё; въ проти! 

его р^шеше, сейчасъ находшъ и ЗЕачев1е вн1 

О р^Ьшвнш уравнешд (^ 
Разяожен1в УЁ въ непрерывнук 

28. Вопросъ о р^Ёшен^и уравнен1я (А), ка 
показалъ Абель, можетъ быть разр11шенъ ^ 
жешя УЕ въ непрерывную дробь. Чтобы в 
найдеиъ сначала это разложеше. 

Для этого поступаемъ сл^дующимъ об 
ц^лый полиноиъ Гд такой, что 



«('■^= 



50 — 

»(В) 



;шы у вшвысшигь <иево1гь въ разложешн г^ и УК | 

I 



ицниъ степенямъ х одинаковы. Полагая 



въ Гр в я^о сл'Ёдуетъ относительно аолнвоыа 5д, что 
дад^ Ц1&ДЫЙ полнноиъ II, такой, что 

«(14) < ?^- 

'•1=м.— '■о; 

«('•.) = 5^ 



нты у нанвысшихъ члевовъ въ разложен!я г, и УД 
ЩЕНЪ степенянъ а; одЕнаковы. Тогда ии'Ёеыъ 

'^— а-г,* » 

акъ, въ силу посл^днихъ значетй Виг,, Л — г^ 
$0, то, называя частное отъ этого д^ен1я черезъ в^, 
1агая 
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шн'Ёеиъ 



изъ свойствъ г, и я;, сл-Ьдуеть относительно полшома ; 
8(^,)<®- 



Нахо^цшъ затЁмъ ц'Ьлый пожноиъ 11, такой, что 

очевидно 
Полагаемъ 



очевидно 






и коэФИщенты у наивысшихъ члевовъ въ разложен! 
по шсходящимъ степешшъ ж одинаковы. Тогда им'Ьеа 



но, такъ какъ, въ силу посл^днигь значешй Миг 
делится на 8,, то, называя частное отъ этого д*лешя 
то есть полагая 

ии1^мъ 



изъ свойствъ х^ и Гд сл^дуетъ относительно нолнноиа 



«(».)<«. 
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Поступая подобнывгь образомъ дад']^е, вычисдяемъ пос^^Ёдова« 
тел»но полиномы 

1*11» ^8) ^8» 1*111 ^41 ^4» • • • 

ПО Формудамъ 

— -4—4 п.- . -I 

«1 



^^-| = "^11-- = И'#-|- -..» 



«#-1 



^4 И**— 1^«— I ^#—1 7 



Л = У/-Ь5^,3, 



гд* 



#_1«'|) 



ед<о, «(н.^.)<^^\ «('•^=^, «(в,)<^^^. 



При помощи же этихъ Функщй, и находцмъ искомое раздо- 
жен1е Уд въ непрерывную дробь: 






^^^^-*'Т^ 



29. Изъ Формухь предыдущаго п° получаются еще сейчасъ 
дв'Ё Формулы, выражаюпця зависвиость между подходящиин 

дробями вышенайденнаго разложешя УЕ. 
Пусть 

суть г — 1 и « П0ДХ0ДЯЩ1Я дроби этого разложешя, такъ что 



Сравнивая обй части этого равенства, посл^^ подстановки на 



и^^сто «ф его значешя 
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получаеиъ 

Исключая изъ этихъ равенствъ г^, и припоивная, что 



«— 1 



находимъ первую изъ вышеупомянутыхъ Формулъ 

Сравнивая же значешя для х^^ получаемыя изъ первыхъ 
двухъ равенствъ этого п^, легко ьщЪъ^ что 

Но изъ равенства В = г^^ -ь ^^_15^ им*емъ 

Отсюда находимъ вторую изъ вышеупомянутыхъ Формулъ 



Р^Бшен1е уравнен1я (Л). 

30. Приступая теперь къ вопросу о р^шен111 уравнетя (Л), 
докажемъ сначала, что, если уравнеше 

2о' — Х,'В =;= С 



ё 
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ше, то ^ есть Н'Ькоторая подходящая дробь въ 
'Е въ непрерывную дробь. 

(ательства этого предложена разложиыъ ~ въ не- 
робь, назовемъ черезъ ^ предпоследнюю подходя- 
1Ъ этомъ разложен1н н разснотрнмъ загЁиъ функ- 
шеиую изъ равенства 



УВ = ^ 



учаеиъ 






что 

гепень перваго члена второй части этого равенства, 
О , а степень втораго члена < О , то изъ него с^гЬ- 
х) > О, а это и доказываетъ предложение, 
если уравнен1е (А) ввгбетъ р'Ьшенхе, то у? совпа- 
которою подходящею дробью -^ разложбшя УМ; 
да можеыъ положить 

занному въ предыдущеиъ п", первая часть посл^д- 
'ва приводится къ 
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сл*дователио тогда еще будегь 

8^ = пост. 

Изъ всего доказаннаго заключаеиъ, что, для 
уравнеше (А) ен'&ю р^Ёшенхе, необходиио, чтобы 
Е1а Ун въ непрерывнзоо дробь для нйкотораго т I 



гд'Ь с есть постоянное; и обратно, если это получил 
яеше (А) будегь ии^^ть р^&шев^е, такъ какъ, взявъ 

ны действительно находимъ 

Зам'Ётивгь еще, что, если 

д,=р„, х, = в„ 

В такъ какъ 

Р, = г,, §,= 1, 

то, въ силу второй изъ доказанныхъ въ п° 29 Фори 

До-^-■У^УВ _ (^о-I-V^(^^-^•5)..■(^,„-I->^ 
Хо — Х1Уа (Го—'/Щ{Г1—УЩ...{Гп — УВ 

Свойства раз10хен1я УЕ. 

31. Укажеиъ зд-йсь на сл^дуюпця свойства ра^ 
въ непрерывную дробь. 
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^^ = с, то изъ равеиствъ 

центы наввысшихъ чденовъ у аолиноиовъ г^ одина- 
чашъ, что 

> силу опред'Ёлешя (1.^, тогда находииъ 

1'„ = ^-- 
хъ значен1й для г^ и ц^ изъ равевствъ 

-н-1 = ?-«»« — »•«> ■В = '-1+,-ь8„5„^, 
дал-Ье, что 

И-«м-1 = ейс- 
кая по^обныя разсужден1я дальше, убеждаемся, что, 

къ Формулъ для т = 2р получаются еще слЬдующ1я: 
I 5^ — с; то изъ равенствъ 



г 



57 



въ силу выше наиденнаго значеюя г^, заключаемъ, что 



^«•-1 — т!о: 



Въ силу же этого, равенство 

Ш 1^1» — 1т — 1 Ш — 1 

обращается въ 



о 1*'т— 1 



^~г 



Ш — 1* 



Подставляя сюда вм']&сто г^ его значеше изъ 
получаемъ 

Изъ равенствъ же 
им']&емъ 

следовательно 

Такъ какъ 8(5^) < Ь{г^ и коэФИщенты наивысшихъ членовъ у 
полиномовъ г^ равны между собою, то изъ этого равенства за- 
ключаемъ, что 



и загЬмъ, въ силу значешй 8^__^ и з^^р изъ равенства 
^1 -*- «о«1 = ^ж-1 "*- «т-2^т~1 получаемъ • 



^т— 1 — ^1* 



-**.-^ 
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(олжая оодобныя разсуждешя дальше, уб'Ёждаеися, что, 

«« = «. 

этнхъ Фориудъ сейчасъ же получаются сл11дующ1я: 
а^2ру то 

п = 2р~*-1, то 8 =с*^ ^*^*'з_, то есть с ^ 1 и 
Обратно, если для нЁкотораго р будетъ нли 

р р— 1' 

*р-Ы ^ *р— 1 » 

«« = «' 

ервоыъ случа* от = йр, а, во второмъ т = 2рч- I . 
ь какъ доказательство въ обоихъ случаяхъ одинаково, 
точно привести его только для одного изъ нвжъ. 
' ^оч-1 =^*в— 1' ™гда изъ равенствъ 



"рЧ-! Р 1 ' 



Л = г/-*-^Л. -8 = ^ 



жъ, что 



этого, взъ равенствъ 



находииъ 

Р-*-*"" р— I р — 1'г'р-|-1 ~" V■р — г'- 

Изъ равенствъ же 

ивгЁемъ 

(V* •*■ VI)(V> - VI) = VI (V» - 
&1гЁдоватед>но 

(•■р^ ■^- VI>(^*■.^4.I - VI) = V. - «Р 
Изъ^этого равенства заклочаеиъ, что 



въ силу же этого изъ равенства г -ь в 
-^ V^Vг получает 

*■?-»-.= VI' 
Продолжая подобный разсуасдешя дальше, с 
Формулы П пушпи н для я» = 2^» н- 1 найдеиъ 8„ 

32. Изъ доказааваго въ предыдущеиъ п^ закл 
если 

то у в равлагается въ сл'Ёдующую непрерывную г 
дробь: 

с'*' ел.*!- _1_ ^ 

с/^'■*■с|^о■^•■^ — 



гд^1 С = 1 , если I» = 2^) -+- 1. 
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За основад1и П и Ш взъ доказанныхъ выше свойствъ 
1л УВ, д^&бств1я, для отыскаЕ1я р'Ёшен1я уравнен1я (Л) 
ци этого разложен1я, сокращены могутъ быть на поло- 

гииъ еще, что въ силу этвхъ свойствъ, вьгаеденное 
1° 30 выражен1е переписывается въ сл^дующ!я ; 

С.УВ Г(го-»-У^(г,-н><В)...(г ,4-УЩТ Грч-У^ 






Г,Т^ [_(|•о-VЛ)(^,-УВ^...(|■р_,-V^^ Гр-УВ' 

ьеш т = 2р; 
Х^-ХгУЁ~ 



. Г (го-*-У1К)(г, +УД) ■ . ■ (Гр-нУД| Т 

'[^^о~Vж,^^,-Vж^...^^р^*-Vщ^ ' 



гь случа*, и 

1Ъ случа'Ё. 

о рФшенш уравнвн1а (В). 
Приведец1е къ другому вопросу. 

Зопросъ о р4п1ен1н уравнен1я (В) (п" 27) можегь бътъ 
ъ рйшенио сл'Ьдующаго' вопроса: 

I ПОЛЕНОИЫ 

Г„Г,'(<=1,2,3,...) 
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таюе, чтобы Функцш 

г,-»-г/ув, г^—т;ув 

содержали соотв^тсгвенво всё иножители поливоиовь 

V. А' 

и чтобы полиноиъ в^, оаред'Ёляемый изъ равенства 

был. возиожно найнвсшей степени. 

Въ санонъ д^гЁ, если уравнеше {В) ивгЬетъ р^Е 
отыскивая р^^еи1я нашего вопроса, иы необходвио д< 
такого г = », что 8^ ариведется къ постоянному для а 
чешя » и следовательно полиномы У^, У/ совпадутъ с 
ыаии Хд, X, и обратно, если ни для одного значешя г п* 
не приводится къ постоянному, то уравнеше {В) не и& 
шешя. 

Для сокращешя, полиноны Г^, Г/ будеиъ называ 
н1еиъ уравнешя {В). 

Въ следующей стать* покажемъ, какъ определяет 
ше уравнешя {В) для какого угодно г. 



Р1Ьшен1в уравне111я (Х>). 

35. Уравнеше (В), очевидно, всегда им^еть р^ш) 
его решетя, отличаюпцяся между собою на постоянны 
тель, будеиъ считать за одно решен1е его. 

Въ этонъ смысл* уравнен1е {В) ин^еть только одно 
Въ самомъ л^л*, еслибы уравнен1е {В) имФло два 
Й,, Я/ и Яд, Я,', то ес1Ъ, еслибы Фушщхи 



Дн-Я/УЛ, Н,-^Н^УВ 
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ив вс1Ё нновигтедн полинома Ь^, функщн 

ннонштел полгаоиа Ь* в 

Н^ полвноиы одинаковой, вознонно найнисшей степени,— 
этого мы заключили бы о существовавш ФушицЙ 

Еч-Н'УВ, В —И' УД, 

;ст8енЕ0 равныгь 

г/уд-нр(я,-1-я;уБ), я,— я/уд-»-р(я,— <уд), 

я при каконъ угодно числ^ р будутъ содержать соотв^т- 
I вс^ множители полнномовъ 1^', Ь*, а при прилично 
вот,р будутъ еще так1Я, что подиноыъ &, опред'Ёляемый 



Я= — Я'''Л = ЙХ*, 

601116 низкой степени ч^иъ %, и А^; а это протавор^чнгь 



, Теперь не трудно видеть, что главная трудность нрн 
и уравветя (В) состошъ въ опред'1лен]Н высшаго пре- 
гененей нолиноиовъ У^, Т^. 

саиомъ д*л*, по известному высшему пределу степеней 
полиноновъ, коэФНщенты ихъ М01угь быть опред'Ёлеяы 
пщмъ образоиъ. Принимая степень игь равною ихъ выс- 
1ред'Ьлу, находятъ между искомыми коэФИЦ1ентами й(Х*) 
лхъ уравнешй изъ условия, что Функции Т^-*-Т^УВ, 
Гф'УВ должны соотв'Ётственно содержать всё иножителв 



полноиовъ ^*, Ь**)', орн поиощя этихъ уравнетй выр 
однЕ коэФИщенты черезъ друпе. Зат^нъ для определен! 
посгЁднихъ коэФШцентовъ, кром'Ё одного, который, о< 
должень остаться пронзвольнынъ, яаходятъ достаточны 
нешя, тоже линейныя, изъ услов1я, что полвноыъ в^, а с 
тельно (ибо В нечетной степени) и Фунгаця 7^ •+■ У^ УД 
быть возможно наинисшей степени и что для полипомовъ 
существуетъ только одно значеше. 

Для простоты, произвольный коэФИщевтъ будемъ опр 
такниъ образоиъ, чтобы коэфвщенгь у наивысшаго ч. 
разложети Т^ ч- Г"/ УЕ по нисходящимъ степенямъ х I 

37, Такимъ образомъ, чтобы ивгЬть способъ для ] 
уравнешя (В), остается показать, какъ опред'Ьляется 
пред^лъ степеней поливомовъ У^, 7^. 

Для этого, замечая изъ уравнен1Я (1>), что эти степ! 
залы между собою ураваешеиъ 

ил, что все равно, уравнен1емъ 



•) Есяв 

то эти ^^^*) уравнен1Й будуть: 

^^т^-^т^^Vв) =0 (» = о,1,а,...р]1-1, л= 



= 0,1,2,. ..1Ц—1, Ь = ),-4-1,1,-» 



. о И1И 1, выводинъ съ одной стороны, что полиномы 
одержать коэФПцеятовъ (не считая одного пронзволь- 

28(Г;)-^^^-€н-1. 

?гоЙ стороны, такъ какъ для поляномовъ Г^, Г/ суще- 
дно значеше, то этвхъ коэФИщеэтовъ не можетъ быть, 
бол11е 9{Ь*) — числа линейиыхъ уравненШ, которьшъ 
ряютъ эти коэФИщевты въ силу изв^стнаго услов1я, 
го на Т^у 7'/. Сл^овательно 

28{Г^_*(^_е-.-1<«(^^ 

ца для высшаго предала степени полинома Г^ по^- 
^дующее значение: 

ад^ \ , 

идно, е есть О или 1 , сиотря по тому, будетъ ли число 

^-^ 1 четнымъ или нечетныиъ. Принимая же во 

второе уравнеше этого п", находимъ следующее зна- 
высшаго предала степени полинома Т^: 



ЦТ,). 



а(1<). 



«(Д)-1 



ь, замечая, что степень полноиа з, въ равенств* (/>) 
фавнешень 

8(8,1') = 8(Г,')-б-ь1, 

. для высшаго предала этой степени следующее значеше: 
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Прим-ьчанхе. Изъ найденныхъ значёнш для высшихъ пре- 
Д'Ьловъ степеней полиномовъ У^ , Г/ сл-Ьдуехъ, что, если этотъ 
высшш пред'Ьлъ принять за самую степень, то полиномы У^, Т^ 
будутъ содержать коэфицхентовъ (не считая одног^произволь- 
наго) 8(1» ). Припоминая же сказанное въ предыдущемъ п^ отно- 
сительно опред'6лен1я этихъ коэФицхентовъ, мы заключаемъ от- 
сюда, что найденныя нами значен1я для 8(Т^), 8(!Г^') представ- 
ляютъ вообще не высшш пред^лъ, а самую степень полиномовъ 
У У^ 

38. Сд'Ь^аемъ теперь Н'Ькоторыя, необходимыя для поел*- 
дующаго, зам'Ьчашя относительно полинома 5^, опред'Ьляемаго 
сейчасъ по известному р'Ьшешю уравненхя (В). х 

Легко видеть, что, если некоторый линейный множитель «^ 

содержится дроб>ное число разъ въ одной изъ Функцш У^ -ь У^ УД , 

Т^ — У^'УД^ то онъ долженъ содержаться дробное число разъ 

и въ другой функцш и притомъ знаменатель этого числа дол- 

« 

женъ быть 2. Поэтому можемъ сказать, что 

^4 — ^4 ^4 ^4 у 

X1^^ ВСЁ множители полиномовъ бД $/ содержатся соотв^^тственно 

въ ФуНКЦ1ЯХЪ 

у,^у;у%Х-у;у% 

а вс]^ множители полинома $/', не им*юш.аго кратныхъ множи- 
телей, содержатся \ разъ въ об'Ёихъ этихъ Функщяхъ. 

Относительно выше опред'Ьленныхъ^ полиномовъ 5^^, $/, §/' 
легко доказать, чт9 ьс^ они взаимно просты и притомъ поли- 
номъ «/' д'Ьлитъ полиномъ Я. 

Въ самомъ д^л*, полинойы 8^^, «/ не имЬютъ обш;аго мно- 
жителя, ибо супосествоваше ихъ обш;аго множителя а предпола- 
гало бы, что функцш Г^-ьГ/У2г, У^—У^УВ^ а потому 



1^ _• 



1 

щожвтеля а и сд^дова- I 
1 -*, -*■ так1е, что Функ- \ 



Г/ ямйють общаго множнтеля ( 

ествовади бы полиномы -^, -^ так1е, что Функ- 

_* *-УД содержать соответственно всЬ вшо- 

(ъ Ь*, Ь* н (2») — {?р1'Е = ^1*; а это про- 
1оложен1ю. Дал^е очевидно, что всягай линей- 
юлинона в/' содержнтся въ В, ибо линейный 
одержась дробное число разъ въ Функщяхъ 
— Т^' УВу долженъ содержаты;я дробное число 
ь Функщй 1^, У^УВ. Наконецъ ав одинъ изъ 
' не ыожетъ содержать множителя полинома Л, 
:ъ случа*, очевидно, об'Ь Функдш Т^ -*- Г/ У В, 
ержали бы этого множителя, и сл'бдовательно 
аи^лв бы общаго множителя. 

. Приоошшая значение полиномовъ з/, з/, з/', 
что функщй 

г,-ьг;ув, у,— г;уй 

1тственно толысо вс)^ множители выражешй 

8°У8^Ь*, 8^'У$^1*. 

ь еще, что рЁшен1е уравн8н1я {В) для г такого, 

епосредственно, не прибегая къ вышеизложен- 

6л4, тогда изъ значешя для ЦТ^') заключаемъ, 
л^довательно полиноиъ Г^ долженъ содержа'1ъ 
элиномовъ Ь^, ^* я кром^ того быть возможно 
аи, то есть Р^ = Ь*. 



Изъ этихъ значенш для У^, Т^ 
ваемомъ случа* будеть да*Ье 

Изъ набдешаго зваченш &,., д. 
дуетъ, что обратно Г/ = О тол>к1 



заннону. 

Прим*чдн1е. Полшомъ Т^, 
зиожеть бьпъ О, 

40. Въ этой стать'Ё мы дали 
для какого угодно г. Но прии^ня 
уравнев1я (В) последовательно дл] 
димо для нашей ц'Ёли (п" 34), ш 
увелвчешемъ г вычислешя наши 
того будутъ пропадать даромъ д» 
мы покажевгь, какимъ образомъ, ' 
доватяхъ, можно избегнуть вс* а 

Но предварительно сд^лаемь 
следующей стать'Ё нокажеиъ о, 
изс^^довашй. 

Пр|шеден1е квггеграла | 

41. Если у интеграла (нп° 26 



1^1 1=1,-1-1 

(ж— а,) \х — а^) \..(х—а1^] '^ = ^а, 

интегралъ, какъ показал, въ первый разъ Чебышевъ, 
ввести черезъ логаривмы къ другому интегралу, со- 
такого же вида, но у котораго будеть 



8№)< 



Д(В)-1 



юказаннаго въ предыдущей статье сх1дуетъ, что это 
3 ыожетъ быть выиолнено сл'Ёдующимъ образоыъ. 
[имъ, по указанному въ ней способу, полшоиы Р,, У/ 
бы Функцш 

I соответственно вс^1 - иножителв полиноиовъ Ь^^ Ь^ 
[олиномъ 5,, опред'Ёлаемый изъ равенства 

1&ЖН0 наинисшей степени. Пусть тогда 



гд* «1°, з/ полиномы, значен1е которызъ 
доказанному въ п" 7 , буденъ ни^^ть 

^ <» — ец .^ (ф — с 
(=1 »=Х|-1-1 

а потону но1учаеиъ 

Г Р"Дд _ . г, -ь Г|'Т^ 

гд* .^ ^ 

|;=*,.Ф.-ь'2'.^-1 

ЧТО и даетъ требуемое приведен1е интегра 

42. Это ариведен1е интеграла особен) 
роваши диФФеренщала, содержащаго раа 
8(5) есть 1, 2, 3, 4. 

I. Если имеется ннтегралъ отъ диФФв] 
рац10нально х и УД, гД'Ь 8{Д) есть 1 и^ 
опред^лети его значетя, въ силу раньше 

быть сведенъ къ вопросу объ опред'Ьленхи в 
гд-Ь 8(Д) есть 1. 

Въ силу асе сейчасъ доказавнаго', М1 
вид'бть, способъ для опред'Ьлен1я значешя 
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когда *(В) есть 3 шв 4, то, какъ доказано 
1Н1гл1ться интегралоиъ 

= 4, 8(|^\ = -1,тоесть8(Р")=1 I 



вида (П), на основавш сейчасъ доказаннаго, 
день къ интегралу 



1 



/[■ 






)чередь, сейчасъ иожеп» быть преобразованъ 

вопросъ объ ннтегрированш въ конечномъ 
,, содерншщаго рапдонально х в УД, гд-)^ 8(^^) 
етъ быть сведенъ къ вопросу о выражен1в 
ыеномъ интеграла вида (I), то есть къ р^^е- 



са о р11шен1и уравнвн1я (В) къ другому 
вопросу, 

'ать^ покажемъ, что вопросъ о р^шеши урав- 
мтельно для ё= 1, 2, 3,. . ., что необходимо 
34), ножетъ быть' сведенъ къ р']Бшенио бол^е 



г 



— 71 — 

Д1Я этого докажемъ сначала, что^ если вжке! 
уравнешя (В) для Н'бкотораго «, то вопросъ объ от1 
шен1я уравнения {В) для ^ > г можетъ быть сведен 
простому вопросу. 

Изъ существоватя полиноиовъ Г^, Т-' и 1^, 3 
уравнен1я (В) для 1 и У, и соотв'Ётствующихъ ииъ 
8^, '5,- сейчасъ заключаемъ о существовашв долиной) 
такихъ, что Функщя 

содержать соотв*тствеаао только веб множители вы] 

такъ какъ эти Функщи соогв'1&тственно равны 

ибо Функщи 

Г^-нГ/УВ, 7^-7^УП 

содержать соответственно только вс^ множители вы; 
а Функцш 

г^ч-т;уЁ, х—7;ув 

— толыю ВСЁ множители выражен1Й 

Обратно, им^я р^№ев1е уравнешя ф) для > и вы 



0ЛШ10МЫ г,-^, Гу^, сейчасъ находииъ и р'Ёшен^е 
ля ^, такъ какъ ям1Ьенъ 






„, ,- (^,■-^,'VТ)(^^ -г, 1^ 



гти чего уб-Ьждаеися изъ того, что об* части 
ь им'Ьеотъ одни и те же иножителв. 

стороны, выше охарактеризованные полиномы 
1 быть найдены независиио отъ р^&шен1я уравне- 
полиномы ^^^, ^'^^^ з,- должны совпадать съ поли- 

находииыин изъ услов1я, чтобы Функщи 

г-н/УЛ, г—г'Л^В 
в^тствевно ВСЁ множители выражешй 

№Ь а, определяемый изъ равенства 



. д^л*, такъ какъ полиномы г^., г'^^, 8^ тагае, 
,-^-^г'^-.УЕ, г^^ — г'^.УК содержать соотвйт- 
:ножители выражешй Ь^'я^Уз!', Ь/~'8^У8^", 
:=8у1/~'з^, то противное возможно лишь въ томъ 
{а) < Ь{8^)•, но это допуш,ен1е приводить къ про- 
1, какъ тогда существовали бы полиномы 2, 2\ 



— 73 — 

отличные оть Т^^ 3^',так^е,чтоФункц^и2-^-2'VВ, 2— 2'УЛ, 
соответственно равный 



содержать соответственно вс! множители полиноиовъ X 

Изъ всего доказаннаго въ этонъ п° закдючаевгь, Ч1 
ИЗВЕСТНО решеБ1е ураввев1я ф) для г, то вопросъ объ от 
р^шешя уравнен1я (ТУ) для ; > г иожетъ быть сведенъ 
шен1ю сл^дующаго вопроса: 

Нажги полиномы г,^, ^^^ таше, чтобы Функцш 

содержали соответственно всё нножнтелн выражешй 
и чтобы нолнноиъ 5у, определяемый нэъ равенства 

*^;,# — '''%^ = 8у^^^«#» 

быль возиожно наинисшей степени. 

44. Разсиатривая этотъ новый вопросъ, видинъ, 
такого же рода, какъ вопросъ о решенш уравнен1я (^ 
этому решен1е его можетъ быть найдено следующимъ оС 
Определяемъ степень полиноиовъ г^^, г'у^ по Формуламъ 



«(•>,.)= Г- ■ «(•■/,.)= 



*) Очевидно, для получен1Я этвх.ъ Форкуоъ нужно въ Форну 
для 9(Г(), 1![Т/) подставить *(Ь'~'в() вместо 9{^*). 
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ьгаъ видииъ, что они содержать Ц^'~'8^) коэФЯшен- 
штая одного производьнаго *). Для 01]ред'1лен1я этнхъ 
овъ находинъ $(Х/~'я^) линейныхъ уравненш, нзъ 
и1агаеыаго вопросомъ на поиноиы ^^^, г'^^. Есл я4- 
зъ уравнетй будуть тожественные между собою, то 
коэФИц1ентовъ останется неооред^ленныин; для опре- 
съ тогда находимъ лннейныя уравиешя изъ ус10В1я, 
нъ 8,., а схЬдоватедьно и Функц1я г^-^ч-г'^^УЯ до^- 

воэиожно ваявисшей степени и что щя нодиноновъ 
[1№тся одно значеше. 

гого еще видно, что атотъ новый вонросъ есть бохк 
гЁмъ вонросъ о р^шешн уравнешя (1>) для ^•у такъ 

р6шен1я перваго вопроса наиъ приходится найта 
коэфищентовъ — число, К(т)рое для всякаго з—% 
1тъ изъ н*котораго пред'Ьла, ибо й(8^)^ ' '^ \ 
иъ для р^шешя втораго вопроса налгь приходятся 
') коэФиц1ентовъ — число, которое все увеличивается 
!н1еиъ у. 

ь, д'Ёйствительно, если ии^емъ р'Ёшеше уравнешя (В) 
)раго г, то вопросъ объ опред^леши рЁшешя уравве- 
I ^ > » иожеть быть сведенъ къ вопросу подобно!^ же, 
[ростоиу. 

!]д^лаеиъ теперь сл^дующ1я заягЁчашя относительно 

1роса в прежняго. 

ш с^^ есть общШ ааиболышб ращональный д'Ёитель 

?нмци *>,-!- /у , уд, Гу ^ — г'у ^ УК будуть содержать 



ъ коэфищевтъ будеиъ также опред^^ять какъ въ р^Бшешяхъ 
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встЬ множители полинома ^^ и следовательно -(V,, -^ < 
лые полнвоиы. Поэтому отыскате полнномовъ г,-^, г\ 
заи^нвть отыскан1емъ полнноиовъ нисшей степени 



р. 



кихъ, чтобы функщн 



содержал соопг&тсгаенно ве& вшояпггел выражешй 

и <ш)бы полгаоиъ $у, опрел'&хяеный изъ равенства 

быль возможно наинисшей степени. 

Ить разсуасдеви подобныхъ п^ 39 видно, что, есл 






,-5-5 ,._^г!:!5! ■'-^"''•' 



••/,.=о.'-л,=^; 

1 обратно г'д, = О только тогда, если &( ■^^) ^ 
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1*^^ := О, то тогда, какъ видно язь Формулъ п" преды- 

1>1Й поливонъ. 

ели для с=:п уравнеше {О) соваадаетъ съ уравве- 
то есть 

ель к такигь, что 
(ть 

ыьво 

жазательства этого допустииъ противное. Такъ какъ 
I, -4- У„ Уд, У„ — ^п^-^ содержать соответственно 
ггели выражешй Хц*2)д"~*, ^,*^,"~* и Т^ — Г^'В 
*, гд* 8(Х*) ^ ^ ' ~ , то противное возможно лишь 
1уча'6, если 8(8„_4) < 3(Х*). Но допуп1ен1е это нриво- 
ротиворЁч1ю съ п° 39, такъ какъ тогда существовал 
иы г, 2' так1е, что функщн 2-^2'УМ, 2—2'УВ, 
■енно равный 

соответственно веб множители полиномовъ ХД 1^ 
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Очевидно, что для чиселъ к, веудовлетворяющ 
ориведенноиу усювйо, наше предложеше не бу; 
и^ста. 

46. На основан1и доказаннаго въ аредыдущеыъ 
легко вцд'Ёть, что для нашей ц-&ли н^тъ надобноста 
Р'Ьшешя в(г6хъ уравнен1Й {!)), такъ какъ относвтел! 
рыхъ нзъ 1шхъ нааередъ иожеиъ знать, что рбше 
совпадутъ съ р^шешемъ уравненк (В). 

И такъ, наиъ н^гь надобности отыскивать р'1ше 
н1а (В): вопервыхъ для 

»=1, 2,...а— 1, 

если а наименьшее число такое, что 

!(Ь")>2!^, 

такъ какъ, кавъ видно нзъ а" 39, р6шев1Я уравае: 
этихъ г не соваадуть съ р^шен!емъ уравнешя (В); 
для 

( = (х-ь1,а-ь2,...^ — 1, 

если ^ вашевьтее число такое, что 

гд-Ё ^^^ обпцй наибольш1й ращональныв делатель вы| 

такъ какъ, по доказанноиу въ предыдущеиъ п°, 
этихъ г будегь 1^=^'1'а, Т^'=^.рУ^ и следователь 
ше (^) ыожетъ совпасть съ ура8иеи1еиъ (В) толь» 
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нниъ уже совоадаеть уравнеше (В) Д1я а; 
= ^4-1,^-1-2, ...1—1, 
1ьшее ц:Ь1ое число такое, что 

I нааболышй ращошиьный д11ате1ь выражешй 

внднкь, что вопросъ о рЬпешв уравнев1а (В) 

1 = 1,2, 3,...»,... 

для нашей 11;ЁД1 вопросоиъ о р^шенш этого 
мя н^оторыхь 

» = *, Р.т,••^^..•• 
^е (В) га^егь решете, то, р^шая ураввеМе (1)) 
Иг, иы дойденъ, какъ видно язь предыду- 
. такого, что 

такого 1 не существуетъ, то уравнеМе {В) не 

, что полшоиы 7ц, Т^ должны совладать 
: только считать 



ны зак1ючаемъ теперь, въ снху док 
просъ объ опред'Ё1ен1и р^шешй урав! 

* = а, р, -у, . . .е, т], ^, 

можетъ быть завгйненъ сл'Ёдующиш 
рода, но багЁе простынь: 
Найти последовательно для 

1 г = 0, а, р, е, •>]; 

полиномы ^^^, ^'^^ так1е, чтобы Фунш 

содержали соотв'Ётственно вс^ вшоясе 

И чтобы оолиноыъ 8^, опред'Ёляеиый I 

(^ ^^,^—^'\^^~^ 

быль возиожно наинисшей степени. 
ПолЕноиы ^^ ^, г'^' ^ будеиъ называ 
Если уравиеше (В) ииЬетъ рЬшй 

для этихъ значешй И I, иы дойдеиъ , 

и агБдовательво р^шеше уравнетя.(. 



') Со01в1|тствуЮ1ще ^, > стоять ояав до; 
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уже изв-Ьстнаго р'Ьшенхя уравнен1я (I)) для 1 = Х, дастъ, по 
Формулаиъ п" 43, полиномы У , Г* , или, что все равно, 2(,, 
У- : я лбпятпп. Рйли тякпт 1 яй гVIПР(ттиVй'п.. тл упавнете ГВ1 



Изъ этяхъ же равенствъ не трудно заключить, что, € 
линомы г,(, г'^^ суть р*шен1я уравнен!» {Р) для н1но' 

** *-»-1,* "= ** (-1-а,*-^1 = . • • = »*>_1^э = о , »*/^_1 не = 

и обратно, если для этихъ полиноиовъ им^^ются такк з 
я г есть одно изъ таселъ 

О, а, Р, -Г,..., 
то ^^^, г'^^ суть решетя уравненхя (Р) для н^иоторыхъ 

Друго! споеобъ р%шен1я уравнен!! {Р). 

49. Въ предыдущей стать'Ё быль указанъ одинъ < 
оосхЁдовательнаго р11шен1я всЁхъ уравненШ (Р). Пр81 
его къ рЁшенш перваго взъ этихъ уравненШ, то естЕ> для ] 
не представляетъ затруднешй, но привгйнеше его къ нос. 
тельному р'Ьшенио остальныхъ уравненШ {Р) весьма зат 
тельно, такъ какъ для отыокашя чиселъ 

?. Т, 8,. . .6, 1], 5,. . ., 

а затЁмъ д]я р^шен1я, но этому способу, уравнешя (Р) д 

р' = а, Р,7,...б, 11,^,... I 

I г=:0, а, Р, 6, 1],. . . ) 

требуется знать разложенге полиномовъ а на простые мно 
я на множителЕ 8°, в', з". Поэтому въ этой статье мы П01 
другой споеобъ посл'Ёдовательнаго р'Ёшен1я уравнен1Й ( 
ям'Ьющш неудобствъ перваго способа. 
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I къ этому, зам^чае1П> сначала, что, такъ какъ 
аешя (Р) для {^^Г! не иредставляетъ вышеука- 
уднен1й, то вооросъ о оосл^довательнонъ р^шен1в 
вШ {Р) приводится къ вопросу, какъ, по изв-Ьст- 

р^шетяиъ уравнен1я (Р^ ддя 

|^ = а, ^, Ч,-- -е, Ч 
* = 0, а, р, е 

1010 ^ и ргЬшете уравнешя (^^ для |'|.^ |. 

ете нашего вопроса будетъ основано главнымъ 

существованш двухъ зависимостей между р*ше- 

ос1^довательныхъ уравненШ (Р^. 

зешя первой изъ этихъ зависимостей, разсиатрн- 

ен1я 

еадагаемыхъ на р'Ьшен^я уравнетй (Р), слЬ- 
ш выражешя содержать всё множители выражен!» 
'"з", то есть полинома 8 ; веб эти множители дол- 
гь и разность разсматриваемыхъ выражен1Й, д'Ьлев- 
)тсюда и находится искомая первая зависимость: 



г^,г^^-*-г^,г. 



,,.'>,,=-м,8,. 



й полиномъ. 

зависимости заключаеиъ, что 
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а потону 



(2) 



Для вывода второе зависвмости, разе 

Изъ условш, Еиагаеиыхъ на решетя 
дуеть, что эти выражен1я содержать ы 
Ьд Л,*, то есть полинома X*, гд-Ь к мень 
^ — 1Г). Отсюда находится искомая вторая 

(3) г,,,г'э,,-г',_,Г5,, = ^ 

гд^ ^- ц1лый оолиномъ. 

Изъ атой зависимости закдючаемъ. чт 



(4) 



\г,^^-*-г\^УП = -^^' 



^.-'•э,. 



УЕ = 



Для большей ясности, при р^шен1и 
смотринъ отдельно три случая. 
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)вый случай: полноиы 5 , 1/, 5^ взаимно просты. 
кЪ полввоиы 2^0, Ь^ , равно какъ 8°, а всегда взаимно 
|ъ нашемъ случа'Ё выражешя 

[ьно в Функц1и 

«бщихъ ращональныхъ мвожнтелеб. Изъ этого сл11- 
юлиноиы г , г взаимно просты; а взъ этого въ 
ь^вытекаетъ, что полиномы 8 , г , равно какъ X, 
просты. 
о, въ этомъ случа'Ь и выражен1я 



з\У8\ь<-^, 8»,у?;1,'-', 



г, не им']&ють общигь рац10налЕ>ныхъ множителей. 
угигь зам'бчашй приступаемъ къ р^шетю нашего 
разсматриваемаго случая. 

ищемъ число 5; опред'1лен1е его не представляегь 
трудненШ въ этомъ случа*, такъ какъ очевидно изъ 
Ьченнаго, что 5 есть наименьшее п:6лое число такое, 

швши й, приступаемъ къ опред'Ьленио полиноиовъ 
Для этого, вычисливъ по Формуламъ п" 44 сте- 
полиномовъ, ооред'Ёляемъ коэФищенты ихъ числоыъ 
л^дуюшдмъ образомъ. 

[0В1Я, что нолиноиы, представлеаные первыми ча- 
ствъ (1) и (3), то есть 
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должны соответственно делиться на 8 , Х', находв! 
линейныхъ уравнен1Й, связывающихъ искомые коэфиц 
т^Ьиъ, если ^ — тг) = А;-+-А, то находимъ еще 8{Ь*) 
уравнен1й изъ услов1я, чтобы Функщи 

содержали соотв'Ётственно всё множители поливоиов' 
Такииъ образомъ находииъ всего 8{«^Х') -ь 8(Ь*) 
8(Ь^~'^8 ) линейныхъ уравнен1Й, изъ коихъ и находи 
такое же число искомыхъ коэФИщентовъ. Если н^ко' 
уравненШ будутъ тожественньши, то полученная сист 
нешй оставить неопределенными некоторые изъ коэф 
тогда определяемъ ихъ изъ услов1я, что Функщя г^ - 
должна бьпъ возможно навнисшей степени. 

Опред'Ёлевные тшшгь образомъ полиномы г^ , г 
р4шеше уравнешя (Р) для |^^_}- 

Въ самонъ д^л^, Функц1И 

вакъ видно изъ Формулъ (2) и (4) и зам^ченнаго сеЙ' 
сительно ^э,^, г'^.^, 8^, Ь, будутъ тогда содержат! 
ственно ВС* множители выражешйй'^Уя"^, «"^Ув"^, е 
множители полвномовъ Ь^^, 2^, и еще вс* множите 
мовъ ^0*, X,*; следовательно онЬ будутъ содержат 
ственно все множители выражешй 

и притоиъ оне возможно наянисшей степени. 

52. Второй случай: полиномы 8^, X имеютъ об1 
жителей, а 5 , з,, равно какъ 8^, X взаимно просты. 



[ъ сначала, какииъ образоиъ находятся въ этоиъ 
оиопщ Д'&1ен1я полиномы (взаиино простые) 



-\ 1кз\, V"'), 1>{^^, V"*), -ОС^;, V"*)' 

в означается обпцй нанбольшй д-Ьлитель полино- 
[енныхъ въ скобкахъ. 
о находнмъ сначала при помощи д'1§лен1я полиномы 



2)(г^^, г'^е) есть в общш налбольш!й ращональ- 
^ выражешй г^ ^ н- г'^^^ УВ, г^, — г'^^УЯ, а по- 
кенй ^^ Ув^ Хо''~* в', Уз^, 5'^ Уя^ 4"'"* в*'^ Ув^ , 

равно какъ 5**, в, всегда взавино просты; по тай те 
Л 

В(8,,Ь''-) = 1).!.,й.Л,. 

10, ЧТО при ПОМОЩИ д'§лен1я можеиъ заг1иъ ваЁтв 

ке между каждыиъ изъ нихъ н Ъ^^''^ общаго наи- 
лителя сейчасъ находииъ полиномы Ь,, Л^, а посл^ 
ь же получаются и остальные полиномы Ь„, <^у 
[ полиномы, можеыъ посл'Ёдовательно находить ори 
н1я и полиномы 

', V". <*',(?,'"{» = Ч -ь 1 , 1] -ь 2, .. Л , 
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соотв^тствевно равные 

^(3",, А'"'), ^(в,, V"'), -ВС»',, г.'~'), -ВС»',, ; 



.4- ''V 



ТО н поляноиы - 



I» 



меньшее изъ чиселъ т] — е , ^ — т) , — суть тоже взаиивс 
Изъ свойства же полгаоиовъ г^ , /^ с^^Ёдуеть € 

Наконецъ зан'Ёчаеиъ, что дв^ зависииосга п" 5С 
41ыть переписаны такъ: 

^Ь1 <*о**' '*1'^' Ьо &! йо*^ «*1'^' "^ Ьо^*"*"*" Ь,'*-^'1> ^<*-^-1 

гд-Ь М" , N' суть ц^ые попноиы. Въ силу ихъ ои'бе] 



<7) 



'а.ч 



''3,4 



ул 






■•э.ч 



'1 4,(»> ~ (!.№ ||,1>1 



УЛ 



По(^ этихъ аредварятельныхъ заи^Ёчан^й прястут 
рфшешю нашего вопроса для разсиатряваеыаго случая. 



1а опред^ляенъ чвсло ^; это будетъ наиневьшее ц^ое 

16, что 

Ставши ^ приступаеиъ къ определение поляоиовъ 
или, что все равно, къ опрел'Ёлен1ю поливоиовъ 

■ V '^^ ■ Для этого, пользуясь Формулами п" 44, вычи- 
епень нхъ и затЫъ опред^ляенъ коэФищенты нгь, 
( ш^)дХ )' ^^ЛУ^Щ*"*"* образонъ. 
'слов1а, что полиномы, представленные первыми ча- 
шствъ (5) в (6), то есть 

ютв'Ьтственно делиться на полиномы 



' "1 \ _^ 3 { ^ \ 

>мГ^^Ч(5)У \&о<*-^'" Ь1(*+^) «ао'*"*^' й,1*-^ч)/ 

> уравненга, связывающихъ искомые коэФШпенты. 
1Ъ услов1я, что Функщи 

одержать соответственно еще всё мпожители полино- 
*^\ ЬХ^'^\ находимъ 8{Ь,1)/*"^')-н8(1)о1>о**^') по- 
уравненш. Наконецъ, если ^ — 7]=й-ьЙ, то изъ 
го эти функщи доляшы еще содержать соответственно 



г А г А 

ВС* множителя полиномовъ ,.~°. — ; , ,. - ^ — г , ^ находимъ 

^(»-«-А-«-Т)) ' д^{*^-А-»-111) ' 

еще д| . ,^нХц л л-*-1и--К ) ) ™кихъ же уравневш. легко видеть, 
что таквмъ образомъ для овред'к1ев1я искомыхъ коэФищентовъ 
получаеиъ равное имъ число линейныхъ уравнен!^. Если некото- 
рые изъ вихъ будутъ тожественные, то полученная систе>1а 
уравнешй оставить неопред'Ёленныии некоторые изъ коэФВщен- 
товъ; для опред-Ьлешя нхъ тогда находимъ уравнен1я изъ усло- 

■ '\ У В должна бьпъ возможно 



наинисшей степени. 

Определивши ТЖТТ5)' тжТ(5)*^®*''*''''^^°'^''У^*'^*''^°''^,1)' 
/^^; эти полиномы и будутъ искомое р1шен1е уравнешя {Р) 

Въ самомъ дйл*, изъ способа определенгя этихъ полиномовъ 
видно, что Функщи 

будутъ содержать соответственно все множители выражешй 

это следуетъ изъ Формулъ (7); загЁнъ еще все множители поли- 
номовъ Ь1 Ь/*"^', Ьо Ьо^*"*^*; далее еще все множители полиномовъ 
Т(*н-д-»-т1) ' Т(>-^:й-щ) ; наконеп^ все множители полинома «(,' 'а/ '; 
— следовательао оне будутъ содержать соответственно вс* мно- 
жители выражешй 



К^ »о''*'» |!|"*'» """" д,1»-<-»-ь« 



м.-'^,'^<Ч'Ч 
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аражешй 

> ов^ возможно наинисшей степеш. 

?рет1Й случай: подивоны 8^, Ь, а^ им'Ёютъ общкгь 

. тогда въ ряду попноиовъ 

ервый, не нм'Ёюпцй общихъ иножителей съ е. в 2^ 
, г' с)ть так1е полжномы, что Фувкцш 

1 соотв^Ётственно только всЬ иножятели выражен1й 
"^ УЛ, ^0*^' % V?; , 8'^ УТ^ Ъу^-^ 8»^ У?',, 
юляноиы можно считать взв^таыии, такъ какъ о<1е- 

>мопц>ю полиномовъ г , г' ношейгь отыскать р-б- 
шего вопроса, въ разсиатркваенонъ случае, точно 
1гь мы находили рбшеше его въ двухъ нредыдущихъ 
съ помощью полиномовъ г^^, г': а именно, если по- 
, ^, 8 не иы'Ёютъ общихъ множителей, то будеиъ 
к^исъ въ первоыъ случа']^, а если полиномы 8^, ^ ивтЁ- 
гхъ множителей — то будемъ поступать какь во вто- 



Свойства уравнек18 (Р). 

54. Для вывода этихъ свойствъ, разсиотрииъ сначад 
д;ющ1я свойства уравнешй {Р') п° 48. 
I. Если 

то 

■ сл^Ёдовательно 

'"ПЧ^^ПЧ-*— I "= '"•,*—! ' *" П-ь(,П-1-(— » =^ ** (,(—1 ■ 

Въ саиоиъ д'Ьлй, это прямо слйдуетъ изъ способа по^ 

ПОЛЕОиОВЪ 8, 5°, $', в". 

п. Если 

«„ = 1, 
то 

В следовательно 



Такъ какъ эти значен1я для з^_^, «*„_|, «'„_(, ^"п- 
ютъ агЬсто для * = О, то для доказательства, что они и 
игЬсто для всякаго г достаточно доказать, что они будутъ 
1ГЁСТ0, если 



'**—! 



в-_,^.=в\ 



Для доказательства этого допустивгь противное. Так1 
въ соцг послйдннхъ равевствъ, Фуншци 
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содержать соотв^тстъенно вс1 ывожвтели выражешй 
■Ьо«'.-,>'»"1-,. АЛ-.Т^Л-! 



*р-«-1~~*р» *р-»-1 ^р» *р-.-1 — *^р1 * р-»-1 * р; 

ТО 

ТА^ въ оервоиъ сдуча'Ё п = 2р, а во второмъ п = 2р- 
Чтобы въ этоиъ уб^Ёдиться, очевидно, достаточно а 
тго, еслЕ 

то в 



'**—!' "»— ^+-1 



= 8"...8„_^,=Я 



Ддя доказатедьства допустииъ противное. Такъ » 
силу нредоосл11дннгь равенствъ, Фуакцш 

содержать соответственно веб мношител выражешй 

Я 

то противное иожетъ быть только, если 8(8(_|)>8(; 
но допущен1е это приводить къ противор'Ёчио, такъ ши 
нашлись бы полиаоиы 2, 2' такхе, что фувгаци 

2ч-2'УЁ, 2 — 2'УВ, 

соответственно равный 
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ь сошп^тственво вс^ нножетел выраженй 

^о»'(_,1'»",_,. АЛ-.Т^»"»-. 

сновываясь на выведеаныхъ свойствагь уравнетй (2^), 
олучаемъ сдгЁдуюпця свойства уравнешй 

[И при р1[шеши уравнетя {^?) Д1я И^Г| будетъ 

;шя {^О А1Я 



И- = у, X, р,...| 
(» = (»., у,я:,. . , ( 



= р., V, и,, 
огутъ быть найдены язь р{1шен1й этого уравнешя для 

Ь=0,а, X I 

:оказательства этого разсиотрвиъ рядъ полшоиовъ 
/ .... / ,...»•' ,... г' 

I' |1#— !'■ я,™— 11* • ' V—'' П,Я— I» • • 

О У насъ П !»=:« — I и 8^=1. 

?гвенвые полиномы не равные нулю въ этомъ ряду бу- 
18) 

р,р~п '"т.у— ч' • • ^^>■^|^~^> ''V-" ''я,я— I' *'р,р— !'■ ■ • 
), въ силу перваго свойства уравнешй (^), сл^дуетъ, что 
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а потому въ разсматриваемомъ случа* V — п = а, пл 

V — 1».= 2а — 1 
и загЁмь 

я — V^^ — а, р — 74 = 7 — ?)■ ■■) 

Изъ этого же, въ силу того же свойства уравн! 
вытекаетъ дал^е, что 



И следовательно 

Въ силу доказавнаго, обращая внвиан1е ва фо] 
въ п° 50, находинъ еще 

II. Если при р*шеиш ураваешя (^^) для И ^ ^ } б] 

то отыскан1е р'Ёшев1й уравнеи1я (^Р) для 

0' = «, Р. Т, •••X, ^. ^^^ 
I г = 0, а, р, X, X ) 

сокращается на половину. 
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I самомъ д-Ьл*, тогда въ ряду подиноновъ 

•■'.,•.'■'.,..■■• %,,.-..•■■ Ч.— 

аевные полвноиы не ралные нулю суть 

■■.,•-1' 'р^-!' *■«-■'• ■ ■ '■«,«-1' ''м-р ''( 
ну, въ сыу втораго свойства уравнешб (^^), 

>вательно въ разсиатрнваеиомъ случае 

|1 — Х==? — «,Х — 11 = -^ — ?,... 

'ОГО заключаевгь, что у насъ 



46) 

»~ Л-Ч '*>— Л»-1) ''! — '•' 



^-•~''', Л =^~-"''. ,'. ^^.1'-— '.. ,". 



Лч 1Ч« 1 * к ^.^ ,1 , ° ж .,^ ,1 ) " X * в» 



ГГ-Р-' . , 1Т-Р- 



V ~ '^МлР-1)л(г-1)' '^1,« ~ Р.«Л(Р-1)41Т- 
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Изъ доказаннаго заключаемъ сейчасъ: 
а) если чисегь а, р, . . .ц, 5, . . .X, 11 есть 2д и ^ есть ^ 
изъ нихъ, то 

Ь) если чиселъ а, ^, . . .г, т], ^, . . Д, [1; есть 2^ — 1 н 
^ -*~ 1"" изъ нихъ, то 

Обратно, если будеть или 

I гд* ^ есть д-ь Г°* число среди а, р, . . .1], 5,. . .X, 



а |1 есть 4 



[ гд* ^ есть д-ь Х""" число среди а, р, . . .6, ■ц, ^, , 
[ а 11 есть 2д — Г" 



Это прямо сл^дуеть изъ доказательства третьяго свойств! 
иешй {!•'). 

Разложвн1« УВ въ непрерывную дробь особеннаго 
Свойство подюдащнхъ дребей. 

56. На основаши связи, существующей между рЬз1 
уравненш (2^, можно разложить УК въ непрерывную 
особеннаго вида. 

Переписывая, для удобства, ураввеше {Р) такъ: 



р^?^^^» 




V'" 


• 




И за 



^^ 



^ - 






I - 
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и зш-бчая, что (п*> 50) 

гд'б Ь^г^з три посд^^довательныя числа изъ ряда 

О, а, р, тг, ..-,— 
ии^юиъ 

Отсюда находимъ 



и,к 


*^<, 


дУВ 


щ 




• 






ч 


^"^ 


<».< 


"*" 


^^,^-^^'^,^VЁ' 














•у 



Изъ уравнешя же 



находимъ 



' т/"Б **«.<> . ' а»о 



УД = 



** а,о •'а.о ■■" ^ а,о 



УБ' 



«а 



Изъ всего этого сейчасъ заключаемъ, что УЕ разлагается 
въ следующую непрерывную дробь: 



х« ^ 



Тп л Т л л л _ Т 



а,о 






I Г^. М^ »^Р.а гу-а *''Р.^ 



Г 



'р,а М^ г'у,р 



;^. : г'^ й м^ 



у,р ^у 



Г' ^'*»Г 






*) Очевидно, зд-Ьсь полиномы г. ., Гу ., -М. отличаются отъ такъ же озна- 

ченныхъ полиномовъ въ предыдущихъ статьяхъ на изв']^стный постоянный 
множитель. 



.'( ' 



■!■■ 



1 
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Укажемъ теперь на одво свойство подходящихъ дробей 
1Г0 наии въ п° 58 разложен1я УЕ въ неорерывную дробь. 
)вемъ черезъ ^ первую подходящую дробь этого раз- 
, гд-Ь будемъ считать 

-^ вторую подходящую дробь, гд* будекь считать 



Р —г " -4- Г«11± о 



ДС; 



— , — .... сл-Ьдуюпця ПОДХ0ДЯЩ1Я дроби, гд-Ь, какъ 
[Д'Ёть, можно считать 



Ь,г,з 11>в посл^доватедьныя числа изъ ряда ^ 

О, а, р, V,--- I 

ажеиъ, что числители н знаменатели этихъ подходяшдхъ 
1редставляютър4шен1яуравнев1я{В)для^ = а, р, -у, . . . ; 

ажеиъ сначала, что предложен1е это иийетъ м'йсто для^', 
) справедливо для г и А. 

и это предюжеше справедливо для « и Л, то есть, если 
,, Г/ = ^^•, Гд = Рд, Г'д = §д, то еаходимъ 

у УД = (I; -+- г;ул) -^ -н (Гд -»- г^^уд) ь'-* -^ ; 
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отсюда, такъ какъ 

ни^енъ 

V, ■^- в, УВ = (Т[,^ Г/УВ) 
или, такъ какгь 

ТО 



и такъ предюжеше наше справе; 
вн'Ёетъ вгЬсто для « в А. Но оно справед, 
въ этоиъ уб^даеися изъ разсуждешй п( 
СхЬдовательно наше предюжеше справе^ 

Изъ этого преддожешя заклочаемъ, 
вн^етъ р^Ёшеше, то полиномы Х^, X, с; 
тель некоторой подходящей дроби въ { 
непрерывную дробь. 



ГУ. ' •; •;'■*■,*■ .... ■* 

О ■ '.■'•'■-■ '.. .■■<". 



■^ч 









> 



Объ интегрированш алгебраичесвихъ диффе* 
ренщаловъ въ адгебраическихъ функщяхъ. 



59. Одинъ изъ самыхъ простыхъ вопросовъ въ теорш инте- 
грировашя въ конечномъ вид'Ь — это вопросъ объ интегрирова- 
нш въ алгебраическихъ Функщяхъ: р'6шен1е этого вопроса сей- 
часъ сл-Ьдуотъ изъ основной теоремы Абеля. 

Пусть у есть какая угодно алгебраическая Функц1я отъ х; 
положимъ, что она удовлетворяетъ неприводимому уравнен1ю, съ 
ращональными коэФИц1ентами, т-ой степени, и что 

гд* Р, ^ ц'Ьлые полиномы, не им'Ьющхе общаго множителя, а^ Функ- 
щя, не обращающ1яся въ схэ при конечцомъ о; и не содержащая 
ни одного линейнаго множителя ^ 1 разъ *); назовемъ черезъ 

(2) , й?! , ^2 , . . • ^да_1 

всЬ т ея значенш, отв'Ёчающихъ ь&Ьжъ корнямъ уравнешя, ко- 
торому удовлетворяетъ у. 



*) См. выноску на стр. 7. 



Если Ентегралъ 

выражается адгебраическв, то, въ силу освовной теор) 
ля, ноженъ положить 






гд* 

(5) Г, Х„, Х„...Х„_. 

цйше полиномы. 

Эти поляноны обладаюгь сДдующвии свойстваии. 

I. ПоляЕомъ Т делить общ1Й ааибольш1Й Д'&лител] 
новь 

в, р. 



Чтобы въ этоиъ уб']^ться, положииъ, что ЕГЁКОТОр 
ный, р.- ой кратности, множитель полинома Г содержит 
въ 3. Тогда въ выражеши 

Хо«"'-'-.-Х1д"'-'-ь.-.-|-^_. 



въ которое переписывается вторая часть равенства {4 
тель будетъ содержать его не больше V(т — 1) разъ { 
ноиы (5) ножно предположить не им'1ющвии общаго 
ля), а знаменатель ровно ц.-4-у(»в — 1) разъ. Поэте 
множитель будетъ содержаться не бол^Ье — ц разъ во I 
сти равенства (4), то есть не больше — 1*. — 1 разъ вт 
тегральной Функц1а ^ , и сл^овательно, въ силу свойс 
г, не мепЬе [ь-ч- 1 разъ въ полипои^6 ^. 

1Т. Такъ какъ равенство (4), въ силу теоремы Абе. 
рушится, если въ вего на и^Ьсто е подставлять вс^ (2) ( 



аего сейчасъ получаемъ т уравневШ, рЁшеше кото- 
ггедьво Х^ даеть ,ия полшоиовъ Х^ схЬдуюпия зна- 

^ ^ (Я1 1 1 Г»*" ' Г в" — * я"» 1 

'"■■ ' 3 0»' 

„ •„ л.-'.——, у'.™-'1^. '."-*.«.'"-' 

:. >г. '%..-и^-*, У'.*"-'!^. '.™-*,'."- 



■1 1 ^ ) 'т — 1) ••» — 1 



-* ^т — 1 — < ^ш— * _ 



(г = 0, 1, 2,...те— 1). 

ЛВФеренцировавъ выражен1е (4), аришшая во внн- 
юдимое уравнеше т-ой степени, которому удовле- 
получаеыъ равенство 

^^г— 1 -н 5/"-" ч- . . . -I- 5„ = О , 

котораго суть вида 

»=1П — 1 

8. = 2(г.ё-^2','2,)-нТ,", 
«=о 

Т^' суть ц'Ёлые оодиноиы. Следовательно т полино- 
овлетворянггь т диФФеревц1альЕымъ совокупныиъ 
'равнен1ямъ перваго порядка съ подыми рац^-. ль- 
дентаии: 

5^ = 0, 5з = 0,...5„ = 0. 
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60. На основании доказаннаго въ пред*] 
ключаеиъ, что вопросъ о выражен1и интег[ 
ческихъ Функц1яхъ можеть быть р'Ёшенъ ел 

Приведя подъинтегральную оункцш у 
скиваюгь общ1й 11авбольш1Й д'ЁлЕггель поли1 
нииаюгь его за полиномъ Г; загЬмъ посту: 
(угбдующихъ способовъ. 

Первый способъ, Разлагаютъ въ р) 
степеняыъ х^т Фунмцй, опред'Ьляемыхъ в 
венствъ (6). Въ коэФищенты этихъ разлол 
Еьшъ образомъ т постоянныхъ неопред-Ёле! 
постоянныхъ нельзя опред'Ьлить такимъ об^: 
ложев1я не вошли члены съ дробными поло: 
ми л; и 1оё X, то заключаютъ, что интегралъ 
бранчески. Тоже самое заключаютъ и тогд 
представятъ т ц^лыхъ полиномовъ Х^ , но 
пред'&льньши постоянныхъ нельзя опред'Ьлв 
чтобы производная равенства (4) обращала 
противномъ же случа'Ь заключаютъ, что ив 
алгебраически в сейчасъ находятъ его зная 

Второй способъ. Отыскиваютъ 2^, 
р'Ёшен1Я уравнен1Й (8), что не представляе 
нен1Й. Если такихъ р'ЬшенШ не существует 
интеграоъ не выражается алгебраически. В' 
олред'Ьливъ эти р4шен1я, сейчасъ находят: 
подъ видомъ (4), ибо равенство (7), то еси 
ства (4) обращается тогда въ тожество, ее 
сто Х^ найденныя р'Ьшенхя уравнешй (8). 



Легко видеть, что вместо Р, ^,» можно вз. 

р' д' У 

-^ I ^, — приводились къ ц^вдыиъ полинонанъ. 

**) Танъ какъ въ разлагаеыыя Функщи вход 
равенства (4) видно, что одну изъ постоянныхъ моя 



